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LENS КОК R ЖКА, АРЕ Р ЖАИА, КА 
# Ее 3c ES EUR Gee NUR ‚Ж Ж efe ИЕ) + LE B Hb 
EEIPIMPTEEIMPEETTIEPTITSUELEI 
рТ. ААА ТАША ФИИ Е НИ: 积分 ， Ж 
ФЛ, дра ЕК ЕКА АЕ, BE EX EE: 
— 5 Ж, КЖФ, ДЯ ан Д й. EA 
看 来 除了 188 和 18.10 两 节 的 结果 以 外 ,所 有 的 结果 都 是 自然 的 、 
直观 的 ， 而 那 两 节 的 结果 唱 能 帮助 读者 有 效 地 将 视野 扩展 到 推 数 
1,2,3 23. АФ 10 章 不 同 的 是 ， 所 有 的 钻 果 者 只 与 球 廿 本 和 
有 有关; 而 与 外 国 室 间 无 关 。 

18.1 节 讨 论 了 一 些 实际 问题 ， 如 球 径 计 和 图 ; 数学 家 则 会 遇 
到 球 板 投影 ， 它 在 后 面 将 起 主要 作用 。18.2 节 自 由 地 运用 代数 本 
提 的 板 念 ,在 球面 上 不 加 证 明 地 得 出 了 一 些 很 名 至 狠 结 有 果 , 我 认为 
如 车 不 用 这 些 阐 洁 而 精巧 的 概念 ,要 讨论 球面 是 很 围 准 约 。 

在 18.3 节 中 ;我 们 将 球 丁 看 作 微 分 流 形 ,这 一 结构 使 我 们 能 很 
容易 地 构造 出 球面 的 规范 测度 ， 对 8? ати др ЕЗ MA. 
一 个 关键 的 公式 是 Girard 公式 ， 奴 球面 三 角形 的 面积 等 于 内角 
之 和 碱 去 s, 184 节 定义 了 球面 84 上 的 内 总 距离 。 它 定 义 为 两 
点 问 最短 道路 的 长 度 ,而 不 是 没有 实际 意义 的 В 6385438385 
我 们 在 球面 83” 上 研究 一 点 到 嘱 一 点 的 最 短 迁 路 ,有 时 这 是 一 全 实 
际 问题 。 为 了 能 利用 内 薄 距 离 进 生计 算 ， 或 者 说 为 了 在 天 文学 中 
计算 角度 ,我 们 需要 球面 三 角 形 的 有 关公 式 .在 18.6 РАШ ТАЯ 
归 完 备 的 公式 表 ,并 讨论 了 这 些 公式 的 实际 应 用 。 

джел, ХВАТ ЖИ ip b. 先是 在 
18.2 Y :我们 证 明了 Cavchy 60 — 4482569 518, Ç A128 节 中 


буз 


本 多 面体 网 性 定理 的 证 明 的 关键 ， 随 启 ，18.8 Др 9 69 AT 
的 很 细致 的 讨论 ,这 种 细致 的 讨论 ， 对 于 了 解 虹 球面 和 Hopf f 
绝 化 的 直观 形象 是 很 有 社 读 的 。 事 实 上 ， 果 的 这 一 构造 是 一 种 更 
一 最 相 造 的 最 简单 的 情况 ， 在 几何 和 短 分 拓扑 中 我 们 随处 会 遇见 
这 种 构造 * 在 代数 拓扑 中 也 是 如 此 。 通过 球 报 投 影 ， 戒 们 可 以 S 
的 性 质 推 出 R^ 的 旋转 环 面 的 一 些 证明 并 不 显 寓 但 很 直观 的 性 
Ж. 

18.10 节 引 入 的 Mibius #, T fg A (i ВЛ, ATE 
不 自然 。 实 际 上 ,这 个 群 是 第 19 Gp Hit up JU fp 69 — EE RR АА, 
ЖЛ 20 жард, 1810 节 中 ,我 们 研究 了 这 个 群 在 8? 上 的 
自然 作用， 这 个 作用 除了 其 将 有 的 几何 上 的 趣味 之 外 ,还 是 急 多 新 
这 结果 的 基本 工具 。 


在 整个 这 一 章 中 ,5 一 57 表示 欧 天 空间 R^" 的 单位 球面 ， 


181 定义 ,特殊 维 数 ,图 和 射影 


1811 ОЖ ЭЙЕ, ”具有 相同 维 数 的 欧 氏 空间 中 的 所 有 球面 
都 是 彼此 相似 的 ， 这 就 是 为 什么 在 这 一 章 中 我 们 仅仅 研究 标准 欧 
氏 空 间 Rt 的 标准 球面 8 一 5° 的 缘故 ， 要 将 本 章 的 刍 果 和 公 
式 推广 到 任意 给 定 半 丛 的 球面 上 去 是 很 容易 的 。 


A 
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图 18.1.1. 
Н. Bouassc, «Ж ЫЕ», Delagrave, 1917. 


我 们 先 来 谈 一 个 实际 问题 ， 即 要 求 出 一 个 “实心 ” 球 ( 鲍 如 钢 
球 或 光学 透镜 的 曲面 ) 的 半 征 ， 为 此 我 们 利用 球 径 计 《图 18.1.1). 
如 果 底 面 的 等 边 三 角形 具有 相等 公共 长 度 ? 的 边 ， 且 浮 针 到 底部 
平面 的 耻 离 为 <， 则 所 求 半径 等 于 R — C + 3e2)/62, 球 径 计 
的 另 一 模型 如 图 18.1.2 所 示 。 


E. Cosinui. 


Cosinus 测量 球体 的 直径 精确 到 3 m е8, (ERES 0.30 
米 。 只 有 在 忆 觉 得 无 兴趣 操作 时 * 才 生得 精确 度 不 很 高 的 元 球体 - 
图 181.2. 
Christophe, «Ш Cosinus НЭ, Armand Celia, 


1812 定义 

18.1.2.1 3 与 R^" 的 十 1 维 启 量 子 空间 的 交 称 汐 8 的 
手球 而 Q 维 于 球面 )， 若 一 1， 往 往 就 称 为 大 圆 , 若 *，y& s, 
В. уз жа, ДЕА = япэ НЕ-А, 

18122 sj R^" 的 +1 УЕЗ REOS s 的 
小 球面 Q Ш). xb ?我 们 称 之 为 5 的 加 (或 小 圆 )， 

18.1.2.3 的 北极 是 点 上 一 《0，.…，0, 1)， 南 月 是 点 “一 
(0，.…，0, 一 1), BEBE S4 与 R^? 的 起 平面 хен = 0 交 成 的 
d— ! 维 子 球面 . 

18.1.2.4 S“ 在 z 处 的 切 超 平面 ,或 者 是 RU 的 向 量子 空 
Bj zY, 或 者 是 通过 = 日 沿 方向 z+ 的 仿 射 直 平 面 。 我 们 将 它 记 为 
T,S (BUB 10.7.4 和 18.3.2)。 它 的 元 罕 称 为 了 在 * 处 的 切 向 量 ， 
同一 点 x 处 的 两 个 非 零 切 向 是 的 夹 角 定义 为 8.6.3 的 角 , 这 个 角 属 
7 [0,2]. 

18.1.2.5 $s 的 自然 拓扑 是 由 R^" ЖЕУ RE eu 


... 


其 他 的 拓扑 。 
18.1.3 НУ 

18131 SEL. 关于 圆 %， 我 们 已 经 看 到 它 可 解释 为 模 
是 工 的 复数 全 体 所 成 的 滋 靶 群 ,或 R: 的 旋转 群 (参看 8.3)， 但 它 
也 可 以 看 作 1 维 的 实 射影 空间 (参看 4.3.6, 图 8.7.7.6 和 18.1.4.5)。 
对 赋 有 一 个 固有 的 度量 ,参看 998 和 18.4, 

181.82 HE 2 从 物理 上 求 说 ， 这 就 是 我 们 所 在 的 行星。 
就 数学 上 而 言 , 它 的 基本 性 质 之 一 是 它 是 一 个 Riemann 球面 , fA 
ARROW T oo ж Й С: 8 ec CU co, шли C 中 的 
Alexandrov 紧 化 ， 而 且 涉及 一 种 将 全 纯 函 数 、 亚 纯 函 数 等 概念 扒 
广 的 做 法 ; 见 [CH 2] p. 90， 由 于 我 们 路 在 18.10 中 对 所 有 а 详 
НАТЕ зе 的 共 形 变换 群 ， 我 们 将 不 再 更 多 地 强调 从 人 所 继 
承 的 结构 。 等 闻 关 系 5 Суроо 可 从 13. 1.4. 5 (8 ix ti fe S: 
与 一 维 复 射影 空间 之 间 的 同 构 , 参 看 4.3.6, 

18133 HE 3. 球面 $5 曾 被 解释 为 模 等 于 1 的 四 元 数 全 
体 所 战 的 乘法 群 ， 关 于 这 一 点 可 见 8.9.1 的 附注 。 我 们 将 在 18.8 
中 详细 地 研究 S°, - 

181334 ЖА. 球面 3! 与 四 元 数 体 上 的 一 维 射影 空间 是 
恒 同 的 ,参看 4.9.7, 

18.1.8. 维 数 6,7,15。 由 于 Cayley 从 元 数 代数 的 存在 
性 ,这 些 维 数 具有 一 些 特殊 性 质 (参看 [PO], p. 278 和 [BES], 
第 3 章 )。 8 几乎 是 一 个 群 , 它 与 模 为 1 的 八 元 数 全 体 等 同 ,而 Ss 
则 与 模 为 1 的 纯 八 元 数 全体 等 同 ， 八 元 数 射 影 平面 可 导致 纤维 为 
多 的 纤维 化 35 一 5, 它 是 纤维 为 的 Hopf 纤维 化 S'— 5° 的 
推广 ,参看 下 一 小 节 和 18.8.7。 

18.1.3.6 Hopf 纤维 化 。 Норі 纤维 化 是 对 除 5° 以 外 的 
球面 Sn 和 SU 所 定义 的 3 所谓 纤维 化 就 是 指 喘 射 


=з See 


5' | s 


PCC) P'(H) 


它 的 像 是 售 射 影 空 间 PUCO) 或 四 元 数 射 影 空 间 P'OHD (参看 
48. АТЕВ SC ) 喜 指 像 集 每 一 点 的 逆 像 是 同 
BEF 89059) 的 ;这 些 映射 并 不 是 很 奥妙 的 ,对 的 情形 而 言 , 它 
只 不 过 是 4.3. 3.2 АЗИИ 83 2:5 7» РСЕ), W, 18.11.30, 
1814 球 极 投影 

181.41 S° 在 R^ 上 的 北极 球 极 投影 定义 如 下 : 我 们 按 通 
To R2U 与 Rx R 等 冶 , 并 将 每 个 me ^2 8] R^ 的 
点 fem) 使 得 m.n.f(m) 共 线 。 下 面 的 计算 表明 上 是 双 射 , 旦 
XÉBUN Г! 作为 映射 R^— 5" 是 C" 类 的 。 我 们 将 теке 看 
作为 一 个 对 CG, р), кеВ“, tt R; 于 是 可 选取 2E R 使 On) 
¿n C — 2)m, А Ке) € R“, Km à—i/G—1), B. 

1814.2 


fim = (z, ок LL 


л, 


"uei, lebt 
aab let —1 
! iri di 


图 18.1.4.1. 


18143 更 一 般 地 我 们 拒 每 一 个 映射 J:5\m HORS 
的 球 极 投 影 ,其 中 必 是 s 的 点 , 开 是 平行 于 s tomi BU EE Ese 
于 它 的 一 个 超 乎 面 、 根据 10.8.2 可 知 ， 上 述 映 射 RE: К.Н 的 关 
于 极点 也 的 反 演 变换 在 3 上 的 限制 ， 特 别 是 所 有 的 球 极 投影 部 保 


6+ 


18.1.4.2. 


持 角度 《〈 见 8.1.2.4 中 明确 的 定义 或 18.10.3 和 18.11.22), ELE 
SV 的 2 一 上 维 小 球面 变换 成 互 的 球面 ,参看 10.8.2。 

18144 SE GE z) 是 3 到 及 ”上 关于 北极 《或 南极 ) 的 
球 极 投影 、 则 ge 六 ::RA0 -> Ве 正好 是 Кё 关于 极点 089501 
I god, 

18145 球 极 投影 表明 

па RUco = R = РОВ) 


和 
S e Ерос e CU oo — C РОС), $8 43:8, 


地 图 的 绘制 


| 在 18.1 节 所 有 余下 部 分 中 我 们 假设 4 一 2, BE s— s, 


1861.5 图 
181.51 我 们 殷 5 的 一 个 于 集 4 R HUM 1:4  R' 所 组 
成 的 (4, 月 偶 称 为 5 的 图 ，f 往往 还 是 4 到 (C4) 上 的 一 个 问 
Te 


EL BH ERREHE 1.143 总 是 图 ,其 中 4 m SNm。 但 我 们 可 以 
看 出 不 存在 整个 8 的 图 , 即 不 存在 同 凸 1:5 n OC RS, 为 看 出 
此 结果 , 设 * 属于 3， 几 根据 候 设 和 18.2.6.5， 可 知 对 所 有 x € S 
WA Ка) 一 KSYNGO 是 R: 的 开 集 ， 然 而 这 与 下 面 的 事实 巴 
JE; KG) 作为 内 部 非 空 的 紧 集 肯定 不 再 有 边界 点 《如 有 需要 古 参 
Ji 11.2.95, 

18152 附注. “图 ”这 个 词 有 许多 意思 ， 其 中 最 理论 化 的 
是 上 述 的 (4, D 偶 ,而 最 具体 的 则 是 一 纸 黑白 或 彩色 的 图 片 ， 

18153 大 地 水 准 面 ， 现在 我 们 要 研究 的 3 不 是 别 的 水 面 ， 
而 是 地 球 ! 更 移 切 地 说 是 大 地 水 准 面 ， 即 在 其 每 点 处 都 器 站 于 午 
力 绕 ( 旦 通过 一 个 参照 点 ) 的 一 个 曲面 当然 ， 这 个 大 地 水 准 面 是 
EET 5 的 。 往 后 我 们 只 月 到 它 是 双 射 ， 但 要 求 图 能 保持 s 的 度 
量 和 角度 恰 质 ; 而 对 18.4 中 所 定义 的 $ 的 规范 度量 而 言 ， 大 地 水 
————ÓÓ € 
BETRAG PIDE LUE REC A08 е F: а, € 
BO KE + == 6371388 Ж, ШЕН $ = 6356912 4, TRUE 扁 度 


DIR 一 1/297， 然 而 ,今后 我 们 研究 的 只 是 5, 而 不 是 大 地 水 准 


g 


面 ;当然 ,在 实用 时 应 该 对 下 面 的 结果 作 某 些 修 数 。 因 此 读者 也 可 
领略 一 点 实际 计算 的 揽 琳 狂 ，Mercator 横向 射影 (参看 18.1.8.4) 
中 续 线 和 经 线 的 方程 以 及 大 地 水 准 醉 的 相应 计算 就 是 一 例 ; 这 种 
计算 是 .Gauss 就 已 经 会 做 的 、 

18.1.5.4 ”有 关 地 图 绘制 术 的 参考 文献 是 ，[CN1 包 疾 相当 一 
般 的 结果 , 但 多 详细 ，[HOL] 中 第 IF 章 已 更 数学 化 ，[LS1 中 
第 IV 章 包含 许多 关于 Lambert 射影 ,通用 Mercator 横向 射影 的 
数学 内 容 以 及 大 地 水 准 面 的 有 关内 容 , 最 后 可 参见 John Milnor, 
A problem in cartography, American Mathematical Monthly, 
76(1969), 7& 1101—1102 TR, 
1816 地球 坐标 图 

181.61 对 点 me 3， 称 实数 


Bis) = ® — Qn; 0н) 


Ж 赤道 上 的 点 是 纬度 为 0 的 点 ， 北 极 和 南极 的 绪 度 分 别 是 
"1 和 一 =/2。 如 果 тє З\{л, +}, 称 定 向 直线 所 类 的 定向 角 
да, От 的 测度 《 取 值 于 一 = 和 = 之 间 ) е Е, Kb а= 
(1,9,0), m E me z, у ЮНЕ. КАЕТ ЕТИ е, ғ 为 
端点 且 通 过 (一 1, 0, 0) КОРКИ Г, т AUSSIE plm) 是 唯一 
确定 的 ; n, з 的 经 度 是 在 【一 x, *] 中 完全 不 定 的 ,而 对 ?了 《 半 大 
加 是 “国际 日 期 线 ”) 的 其 他 点 ,其 经 度 可 取 值 为 < 或 一 x。 


格林 民治 тен йл! 
` Y-v) 


eu 


-, 图 18.1.6.1. 
Berger, Gostiaux, < 微分 几何 3; Armand Colin 出 版 社 ;大 学 从 书 

RU GNE, f) 偶 为 地 球 内 村 图 ， 其 中 Мт) 一 《pCm)， 

9(ту) є В; 它 的 像 是 矩形 . : 
. тох 
]---* zL. 

EM == fs 由 下 式 定 义 : 

18.1.6.2 т(ф, 0) — Ccosgcos8, sin рсозӣ, sind) € R>, ` 

记 住 ,5 002228 RUSO g E 22 GERCAE NES T RR, ， 

18.6.3. 对 大 地 水 准 面 我 们 也 可 以 《而 且 应 该 ) 定义 地 球 坐 
标 ; 对 于 经 度 , 那 是 没有 什么 问题 的 ， 对 于 纬度 则 可 到 法 线 与 赤道 


е9. 


平 道 新 成 的 角 , 这 也 就 是 说 纬度 是 通过 重力 线 给 出 的 。 
18164 ЖЕЕ, 5 
《或 地 球 ) 的 儿 乎 所 有 的 图 
j, 都 不 是 通过 映射 本 
8 6, 身 , 而 是 通过 映射 
g— [от = tf 
《参看 18.1.6.2) 给 出 的 ,这 
个 映射 具有 如 下 形式 : 
r= (p, 8), 
у= v(g, 0). 
181,65 对 于 大 地 水 准 面 ， 应 该 选择 一 个 原点 , 以 便 知道 什 
么 地 方 经 度 为 0; 实际 上 这 就 是 格林 尼 治 经 线 ( 见 图 18.1.6.1)， 它 
的 一 个 好 处 是 让 国际 日期 变更 线 芳 在 太平 详 中 间 ， 从 而 避免 了 太 
过 份 的 英 话 。 
1&1. ”对 图 的 和 要求 . 
18.1.7.1 不 仅 集合 论 学 者 ,而 且 每 个 步行 者 ， 每 个 在 陆地 经 
商 或 是 航海 的 人 ,都 必须 在 图 中 计算 距离 (对 度量 的 , 见 18.4)、 面 
积 (对 规范 测度 的 , 见 18.3.7) 和 角度 (参看 18.1.2.4)。 看 来 距离 是 
最 重要 的 (考虑 到 腿 的 疫 劳 ,煤油 的 价格 等 等 ?、 因 此 我 们 希望 5 
在 4 上 的 诱导 度量 和 RR: 在 失 A) 上 的 诱导 度量 之 疗 有 一 些 ( 不 计 
ЖаН) НО. И НОА, ВЕ 18.4.4 中 会 看 到 不 论 
5 的 开 集 4 有 多 小 ,部 不 存在 钙 何 一 个 这 样 的 图 。 
18.1.7.2 但是, 却 存在 一 些 共 形 图 ， 也 就 是 保持 角度 的 图 
《 若 有 需要 可 参 者 18.10.3 中 的 明确 定义 ): 例如 球 极 投影 ， 参 看 
18.1.4.3， 因 为 利用 R' 的 一 个 局 部 共有 形 映射 ,例如 C — R: 的 任 
一 全 纯 函数 ， 总 可 构成 一 个 球 极 投影 ， 所 以 共 形 图 是 很 多 的 ， 见 
9.5.4.3, 
1&1..3 ”这些 共 形 图 一 一 我 们 所 用 的 大 多 数 是 这 种 图 一 一 
并 不 是 出 于 不 得 已 而 选用 的 。 理 书 如 下 : есл, ЖЕ 
(A, D 将 一 个 羽 与 侣 有 关 而 与 守 处 的 七 方向 无 关 的 系数 (m2 Ж 
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E 16.1.6.3. 


Sb Ege E. def sees БАТЕ ЖЕ s 的 很 小 的 区 域 4 
内 研究 问题 ， 故 车 这 图 不 是 太 不 正规 的 话 ， 在 4 的 一 个 小 区 域内 
系数 上 的 变化 是 很 小 的 ， 于 是 我 们 可 以 通过 修正 的 方法 充分 近似 
地 计算 出 长 度 和 面积 。 

-——— 
一 个 例子 。 
1818 ” 几 种 不 同类 型 的 图 

18131 附注 。 其 实 所 有 的 图 都 可 称 为 射 司 ， Xi 
最 初 的 涪 实 际 上 就 是 由 从 Re 的 一 点 出 发 5 在 R' 中 到 一 平面 上 
的 射影 来 定义 的 ， 例 如 就 你 球面 投影 的 情形 那样 。 正如 18.11.27 
中 的 “ 栓 面 射 影 * 那 样 , 上 述 意义 可 以 推广 到 在 一 个 柱 面 上 的 射影 ， 
然后 我 们 可 将 这 柱 面 蝴 开 成 平面 。 

现在 我 们 沿用 “射影 ”这 个 词 ,但 从 下 面 的 Mercator 图 开始 
就 已 经 不 是 空间 射影 的 问题 ， 更 不 必 说 实际 上 我 们 研究 的 还 是 大 
地 水 准 面 了 (参看 18.1.6.3)， 
so 38142 古典 Mercator 射影 ， 它 定义 为 (当然 不 计数 量 
因子 的 差别 ) 在 18.1.6.4 的 意义 下 具有 形式 Co, 0)! => Co, V (62) 
的 共 形 图 ; 由 此 可 唯一 和 决定 函数 .Y。 这 个 图 ff ДОА F u 
如 


Fin, v) — c(u, СУ), 
Яр та 18162,17 = VO, {ТЕЛИН E ӨР /ды, 
ӦР/8, їв © 
(E Әр}... 
дө г 
图 为 共 形 的 充 要 条 件 是 W — cos”, ОВА ¿i-> 1/ 
ost 的 有 反 函数 ,于 是 


V(0) = log («(® + ). 


» Mt emm o an 


换 句 话说 , Mercator Ө} БЕЗ ПЕС ЖЛЕ. НЕ ЕЦ 
豆 线 , 旦 沿 未 道 等 距 的 唯一 的 共 形 图 , 对 18.1.7.3 пиу EXEC EK 


лр, 


大 的 航行 而 言 ,不论 在 航海 或 航空 中 这 都 是 一 张 至 关 重 要 ,非常 有 
用 的 图 ， 实 际 上 经 线 和 缔 线 就 是 正 交 的 坐标 直线 ; 由 于 还 是 其 形 
的 ,可 知 按 不 变 航 向 行驶 的 轮船 或 飞机 的 纵 线 是 加 上 的 起 绕 ,因此 
可 以 用 二 尺 画 出 这 轨迹 ， 而 它们 就 是 轮船 或 飞机 在 基 一 段 时 间 内 
艇 行 的 轨迹 ， 装 睹 员 让 岁 盘 指 着 损 长 或 机 长 指定 的 方向 

在 球面 上 ,这 些 雪 迹 〈 也 就 是 与 所 有 经 线 交 成 固定 角 的 曲线 ) 
МВВ: IPE F Ср, Ө) 的 方程 就 是 


е = «ов [$ + 2) +е (а, 8€ К), 


图 18.1.8.2， Mercator E 


18.1.3 : 横向 或 妊 向 的 Mercator 共 形 射影 .古典 Mer- 
самог 图 在 接近 极点 时 对 系数 态 而 喜 是 十 分 糟糕 的 ,因为 在 那里 
趋向 无 限 大 因而 变化 很 大 ,因此 ,距离 和 面积 的 问题 实际 上 是 没 法 
在 保证 精确 度 的 前 提 下 得 到 解决 的 ; 相 到 地 ， 我 们 注意 到 古典 
Mercator. 图 在 索道 附近 是 极 好 的 ,内 为 在 那里 系数 廊 有 一 极 小 值 
县 变化 很 小 ("一 个 函数 在 级 值 点 邻近 变化 黄 微 站)。 

如 果 我 们 想 要 在 5 的 任意 一 点 处 实现 这 一 点 ， 也 并 万 任何 困 
Ж: 我 们 可 以 通过 一 个 旋转 (因而 是 等 距 变 钦 ) 将 点 转 到 赤道 上 ; 
显然 续 线 和 经 线 在 图 上 从 理论 上 说 是 很 不 好 看 的 曲线 ,而 实际 上 
在 一 个 小 区 域 持 却 几 乎 是 一 些 喜 线 。 如 果 说 我 们 可 以 从 直观 上 这 
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样 来 看 古典 Mercator 图 : 沿 着 赤道 作 外 场 于 的 圆柱 面 ， 将 球 
а Е, 但 与 此 同时 改变 纬度 以 保证 图 是 夫 形 的 ， 最 后 展 
开 这 图 柱 面 ,那么 斜 间 Mercator 射影 (横向 Mercator WEB 
的 一 个 特例 ) SURTEUETE ICE RS HRS BEES БЕЛЕЕ OE — Je D d 
行 娄 似 的 程序 ， 我 们 有 时 也 用 通过 交 球 看 于 两 个 小 圆 的 圆柱 面 所 
得 刘 的 图 ， 这 时 沿 着 两 个 小 圆 就 有 一 个 等 距 ， 所 有 这 些 情形 给 纪 
的 都 是 共 形 图， 

月 前 在 世界 上 用 得 最 多 的 射影 是 横向 Mercator. 射影 ， 即 对 
消 经 线 与 球面 外 切 的 圆柱 面 所 作 的 射影 。 有 时 也 称 之 为 Gauss 
映射 ;现在 用 缩写 MTU (Mercator transverse universal， 即 通 用 
1 1] Mercator 8185) 表示。 例如 ， 瑞士 联邦 地 图 测绘 局 目前 采 
用 的 就 是 这 秘 系 统 。 利用 格林 尼 治 经 线 作 为 相 切 的 经 线 ( 见 
18.1.6.5), 则 相应 于 此 图 的 公式 18.1.6.4 是 

18.1.8.4 

1 ( <оз@ sin 8 
un теп £ consi р ) у= Шет; M 

与 MTU 有 关 的 数学 计算 ,可 见 [HOLT 第 : 工 章 ， 其 中 讨论 
了 球面 的 情形 ; 对 大 地 水 准 铅 的 铺 形 ,计算 更 为 复杂 。 但 在 数学 上 
也 更 有 兴趣 ,可 参看 [LS] 的 第 四 章 。 

18.1.8.5 Lambert 共 形 射影 、 其 想法 是 改造 上 击 典 Mercator 
射影 ,但 要 使 经 线 和 续 线 仍然 是 RP 中 的 简单 曲线 ， 除 了 一 族 平 行 
直线 和 它们 的 正 交 直线 以 外 ， 最 简单 的 系统 就 是 取 同 心 加 以 及 过 
жетона, 我 们 完全 可 以 这 么 说 : АИТ К 
# r 和 4 中 研究 问题 。 关 于 Lambert 射影 ， RT 18.1.6.4 的 公 
式 形 如 : 

Сф, Ө) Cr(g, 0) — 8(0), «бф, 9) = р in), 

其 中 0, 是 所 讨论 处 的 纬 线 的 纬度， 待定 的 函数 = 应 使 图 是 共 形 
的 、 沿 着 所 考虑 的 纬 线 是 等 阻 的 ;利用 18.1.3.3 的 直观 语言 , 我 们 
可 以 说 : 将 s 投影 到 沿 有 关 纬 线 与 5 相 外 团 的 贺 锥 面 上 ， 再 将 这 
网 锥 面 展开 到 平面 上 ， 然 后 通过 一 个 聊 数 适当 调整 极 生 而 使 投影 


ur 


是 共 形 的 。 GAUGE. ЮРИ, WUARADACUIESENL. 如 同 对 


Mercator. 射影 那样 , 我 们 也 五 


以 考虑 与 球面 交 了 


直 向 式 жы 


B ois 


и 


ыз, 


两 条 纬 线 的 圆锥 


面 。 


法 国 现 行 的 地 图 绘制 采用 Lambert 射影 ;全 法 国 由 三 个 射影 
盖 , 其 中 每 个 盖 住 三 度 的 球 带 ，18.1.7.3 中 系数 上 的 最 大 信和 最 
小 值 之 比 小 于 1.1079, 如 果 读 者 有 疑问 ， 可 以 攒 目测 或 借助 于 直 
китет G. N. 的 图 上 纬 线 不 是 直线 ， 
有 关 Lambert 射影 的 数学 计算 可 参看 18.1.8.4 末尾 所 列 的 参 
考 文献 。 
18186 理 极 射影 ， 球 极 射影 不 仅仅 对 数学 工作 者 有 用 【〔 例 
如 见 18.10.27， 在 适当 地 给 制 两 根 附近 区 城 即 窜 顶 区 城 的 图 时 也 
要 用 到 它 ( 从 极点 作 的 球 极 射影 )。 球 极 射影 是 共 形 图 ; ESO 
ЖЕТЕ АНЯ, 旦 根据 18.1.4.3 ЕШИКЕ БАЛА, 


Hp 18.1.8.6. 
Hilbert. Соћа-Уоззеп, «ВОЛ. бг», Chelsea. 


ВЕНЕ INES АВЕ, DL SB Ein ОЛЕШ ЕП 
ЕОР, ЕЗАРА SUB Lambert 射影 的 衔接 误差 越 来 直 
显得 不 可 容许 了 ,您 样 用 单独 一 个 (从 新 西 兰 作 的 1) 球 极 射影 来 履 
盖 法 国 ,这 是 一 个 问题 ， 

18187 其 他 系统 ， 上 述 讨论 表明 , 性 何 整 个 地 球 的 图 总 是 
在 某 些 部 位 有 扎 陷 的 ;然而 这 个 问题 却 引 发 了 大 量 富有 创见 的 息 
法 ,下 面 的 图 给 出 其 中 的 一 些 例子 。 

о 5. 


иии) B^ 
Ў 1277Ж Л 

x 777 ww A 
MSS NUT 


360* ЖЧ ЈА Lorgna 射影 
(Hanmer-Aitoff. 变换 ) 


Зане - €. Postel BHEAHATR 
《 直 向 式 ? А Сат) 


360° 展开 的 模 向 球 极 射影 图 


360° 展开 的 横向 G. Postel 射影 
(CAitoff 变换 ) 


Bricsemaister 射影 C Sanson-Flamsteed 射影 
S 
3j 

Mollweide 射影 i Bartholomew üg “Апаш” 射影 


tokers IV 射影 Raisz 的 “amardillo” 318 


Berrin apFEBIRE 


Goode 不 连续 射影 Cahill 不 连续 射影 
R. Cuénia, «БЕН SI» 258—235. Eyrolles, 
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182 ”拓扑 和 代数 拓扑 


18.21 Ф. 5° 在 每 一 点 处 局 部 同 腑 于 R', 因 而 是 局 部 连通 的 3 
S'REXBS, E d> l, S2 Epp. 

由 图 的 存在 性 ,例如 际 极 射影 (参看 18.1.4) 的 存在 性 ,到 得 第 
一 个 断言 ，% 作为 Ве 的 有 界 闭 集 , 必 是 紧 致 的 。 为 了 证 明 S^ 
是 弧 连 通 的 ,由 于 8* 的 生意 二 点 至 少 属于 В 的 一 个 二 维 向 量 
子 空谷, 因而 只 需 知道 是 连通 的 就 够 了 ,参看 8.3.8。 

讨论 连通 性 (一 般 拓扑 ) 以 后 ,还 要 讨论 单 连通 性 (代数 拓 扩 )， 
也 就 是 要 讨论 基本 群 《5*) 《对 这 一 概念 ,可 见 [ZN], 第 2 32), 
对 此 我 们 有 
1822 QM. «(9) 同 构 于 工 ， 对 所 有 的 4 >> 2 有 «Gn-0 
ОШ] а > 1, 5° 是 单 连通 的 )。 

18.23 对 2 一 1 的 情形 及 应 用 , 可见 [B-G] Ж 289 页 和 第 9 章 ， 
以 及 fcH 2]. 第 62 BL. АНЕ d 2, U Sm U, = SV 
其 中 5 一 8, 和 :是 5 的 北极 和 南极 《参看 18.12.32. 我 们 可 
假设 回路 fe C([0, 1]; S) 对 过 点 + 有 ; (0) 一 人 DD) 一 s, 现 
要 证 明 f 同 伦 于 零 ， 因 为 U, oU, dE S TRES, Н UsoUU 8, 
故 对 性 何 的 ze [0, 1]， 总 存在 Fe O,(R) 使 КУС» 或 
КРС. 由 于 [9, 11 的 紧 致 性 ,我 们 不 妨 到 有 限 个 这 样 的 瑟 : 
V, Gm 1，-…， 轨 )， 并 去 掉 那 些 多 余 的 点 ,也 就 是 说 , UE 
FO')cU, 《相应 地 ， u), ЖШ РС, CU, CREDE, UD. d 
此 ,最 后 就 得 到 一 个 序列 0 mr nnno miu < 1, 使 对 所 有 
成 立 fn. gal cU, 或 本， 如果 FO не], {ТЖ 
去 改动 它 ; 和 如果 РСТ, sa DcU,H пк Со, al), 同样 也 不 
予 变动 。 相反 ， 若 ae РСА, xz)， 则 用 下 面 构造 的 新 映射 fi 
Di t] > S ЖӨ 月 ii， 对 南航 的 球 极 射 影 坊 而 言 ，9 一 
fofilt5al К^ 是 存在 的 ;这 是 因为 Pu, чні) Сі. 我 们 
任 取 不 同 于 40), 400,0 的 we R 并 将 «CDs, nal) 射影 
з 19 9 


到 由 名 和 (00). а(н) 所 确定 的 两 条 举 直 线 上 ， 这 样 就 将 4 过 
BOB q; Та, hal 一 及 ”而 使 Оҳи (In, na. 将 它 与 
f? 合成 ， 就 得 到 f 
fil, # f; Ж Їп. 
的 连续 变形 , 保持 端点 
FORE К+) BDE, E. 
sÉ f, (Drs td)， 将 这 些 
变形 的 全 体 粘连 赵 来 ， 就 
得 到 的 连续 变形 FP 

2 W 18.2.3, I0, 11 $, f& Рб = 
РО) ==, B п&/(10, 1D. РАТА В R: nig e 
Fof'i[0, 1] — К“, 由 于 R^ ESE R Е Н), АЕ, 通过 757 回 
到 5s 上 ,就 可 看 出 扩 可 连续 成 一 点 ,从 而 f 也 同样 如 此 ,这 就 是 说 
5 是 单 连 通 的 。 . v | 
18.24 it 

18.22.41 读者 会 注意 到 ，18.2.2 不 可 能 证 明 得 更 加 简单 了 ， 
Вж fecpo,11, 5) 的 像 fCro, 11) 可 能 则 好 是 整 5《 试 比较 
Peano 曲线 )。 为 了 通过 球 极 射影 将 问题 归结 为 仿 射 空间 的 情形 ， 
关键 是 设法 使 上 有 一 点 不 在 (00, 1]) 中 。 如 果 了 是 可 微 的 ， 
则 fC[0, 11) 2e 5， 因 为 实际 上 fCE0, 11) НЕ В 
18.2.2 的 另 一 证 明 方法 是 遂 过 可 微 的 /去 逼近 连续 的 二 例如 可 参 
看 [GM] # 17 页. 

18.2.4.2 事实 上 证 明 18.2.3 包含 了 Van Kampen 的 更 一 般 
结果 的 证 明 的 基本 思想 : 参看 [GM] ЖП = [ZN1 第 45 页 。 

下 面 的 概要 论述 是 从 文化 背景 的 角度 给 出 的 ， 有 兴趣 的 读者 
请 参考 所 提 到 的 著作 。 
18.25 Бі, 

1&251 在 基 些 适当 的 拓扑 空 阐 中 ,我 们 附加 上 同调 群 ， 这 
种 附加 的 群 是 连续 映射 的 孙子 ， Xp ЮТ HOO 
TREAT ZUR (1), 其 他 所 有 的 局 调 群 HQSU) 都 为 零 . 
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B (sy = Z 这 一 事实 并 没有 多 大 意义 ， 它 仅仅 肥 映 了 34 neum 
E. 相反, HAS = Z 眼 它 在 4 = 1 时 的 结论 ч?) = Z 一 
样 ,有 广泛 的 应 用 . 

18.2.5.2 йк ЕИ Реса, $4)， 则 由 函 子 性 质 可 以 从 
f 诱导 一 个 群 同 态 F+ e Hom (a9, H4CG*)).. 1% HaG4) 规 
范 地 同 构 于 世 ， 所 以 我 们 可 写 fin) 一 т, 4, тє Z, Х—Ж 
Уа ИР fe CC, 59), BOO f 的 度 并 记 为 degC 了 ). 

容易 看 出 映射 度 具有 下 列 性 质 : 

deg (144) = 1, deg(—Ids£) 一 《一 De 

3 ЕНА deg(1) — 0, ЯН ER E 是 相互 可 以 连续 变形 的 
《 即 是 同 伦 的 ), 则 deg(j) = deg(g), 35 1 是 非 满 射 , 则 deg) = 
0, S, deg (fog) 一 дев (7) дев (e). 

18253 Ж, 42K ЛЕ S" EGER EE ЖЕТШ А Е: 
zt к) € T,5* 至 少 在 一 点 处 为 堆 , 

利用 反 证 法 : 若 Vze 84 有 Qe) e 0, 由 可 将 单位 化 : 

. H - E 

"T de #F— 1 (a) ЕТК 

п РИ BANCHE AR 
Fir costs z + sin; (x), r€ [6,2] 
将 dde 变形 成 一 dse。 所 以 
deg (18,2) 一 deg(—1d5), 53 deg (de 一 1， 

| deg (—144) = (—1)^* 
#8. 

1&254 ”例如 在 地 球 上 总 存在 一 点 ， 在 那里 风速 为 等 。 再 
їп: 变 将 球面 上 的 头发 梳 得 一 丝 不 向 是 不 可 能 的 

18255 ”对 任何 奇数 A, dE 5; 上 处 处 不 为 零 的 向 量 场 总 是 
存在 的 ， 例 如 在 4 = 20 一 工时 可 取 

gn, ttt |» = (=, Ж, 7754, 33, 111 4 77 Yu х4). 
对 я == 2, ВЕЗАО ВИЕ Ж $ 1.2.9 中 所 描述 的 作用 的 轨道 
的 速度 向 量 场 ,也 可 参看 18.8.1， 
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18.256 Ж. 设 fe ССЗ", 95. Ж degCf) 9e —1, JU 
了 至 少 有 一 个 不 动 点 , 即 3 xe 5*|j(x) 一 +。 特别 当 f RHET TS 
等 映射 时 ,结论 成 立 ( 试 与 18.2.5.3 比较 )。 

ШЕЙШ: 假定 Vx€ 8S* 有 jw) Se z, ШР = (—Ides)ef 
f€ V s€ $S, JG) е 一 x。 但 这 时 将 x 与 了 (wx) 连续 地 连接 起 
Ж, 因为 存在 从 * 到 (а) 的 唯一 的 大 图 驱 ， 这 就 给 出 了 У 和 
Id; 之 间 的 一 个 连续 变形 ,因此 : 

deg Cf^) — deg (1452, 

与 deg (f^) = deg (f)deg (Шуя) 矛盾 ， 

18.25.7 18.2.5.6 的 结果 还 可 以 利用 Lefschetz 关于 映射 不 
动 点 的 一 个 更 一 般 的 结果 得 出 : 例如 见 IGG] 第 224 页 ， 

18.2.5.8 ”在 可 微 映 射 范 年 内 ，18.2.5 可 以 处 理 得 更 为 简单 ， 
例如 可 见 [B-G] 88 273 Dr. N 
18.2.6 Jordan.Brouwer 分 离 定 理 

在 这 一 节 中 4 之 1， 仍 从 同调 群 H S) = Z 出 发 ， 经 过 一 
些 细致 的 步 又 即 可 证 得 (例如 本 参看 [GG] 第 81 BID: 

18.2.6.1 定理 . WV RES" 的 同 胚 于 8 和 РЖ, Д SAV 
恰好 有 两 个 具有 公共 边界 V 的 连通 分 支 。 

利用 球 极 射 影 可 得 ; - 

18202 推论 ， 设 了 是 А? ЕТ 571 的 子 集 , 则 КАУ 
恰好 有 两 个 具有 公共 边界 7 前 连 道 分 支 ， 其 中 一 个 分 支 是 相对 紧 
Sf Moo V 的 内 部 , 另 一 个 分 支 是 无 界 的 , 称 为 了 的 外 部 ， 

18.2.6.3 对 “一 2， 根 据 定义 了 就 是 R: 的 简单 六 曲线 ， 而 
18-2.6.2 就 是 Jordan 定理 。 对 < = 2 这 种 最 简单 的 情形 ,可 参看 
[B-G] 第 339 页 或 [DE 7] 第 251 页 的 初等 证 明 。 : 

18.2.6.4 从 18.2.6.2 容易 得 到 下 面 的 基本 结果 : 

18.2.6.5 ”定理 《区 域 不 变性 定理 )。 设 UCR" 是 连通 开 集 ， 
ҺО К 是 连续 单 射 , 则 1(V》 是 开 集 , 且 РЕН. 

18.2.6.6 Ж. К° R^ (Ou 4-— 4 时 才 可 能 局 部 辐 
还 。 


” 82267 注 。 结论 减 弱 所 证 明 是 初等 的 : Sin R: m R: 仅 
当 4 一 由 时 才 可 能 局 部 伍 分 同 虐 (例如 参看 [B-G] 0 2LBD, X 
Binz = 1 8 2 一 2 的 情形 ,因为 着 口 是 R° 的 开 集 , 且 жє D Nl 
Uc 在 4 一 1 时 是 不 韦 通 的 ,在 #4 > 2 时 是 韦 通 的 , fi UNz 在 
4 一 2 时 不 是 单 连 通 的 ,在 Z > 3 时 由 是 单 连通 的 ， 

18.2.7 Borsuk.Ulam 定理 。 对 任何 连续 映射 f; 155 9 В“, -至 
少 存在 一 点 x€ 5° 使 1(#) = Са), : 

其 证 明 可 见 [BN] 第 337 页 。 


18.3 ”球面 作为 微分 流 形 : 规 范 测度 


18.3 在 9.12.7 中 我 们 曾经 指出 当 2e. < n 时 对 # 维 欧 氏 空 
间 的 付 维 "于 集 定义 测度 所 存在 的 困难 ; (Ж ( 见 12.10) 的 情形 
是 例外 ， 但 也 闫 为 过手 ， 我 们 之 所 以 要 利用 积分 理论 和 微分 子 流 
形 理论 的 一 些 结果 来 定义 s 的 规范 测度 ,原因 就 在 于 此 ;事实 上 所 
有 严密 的 理论 都 不 是 一 办 而 就 的 。 另外， 的 规范 测度 在 杰 书 其 
他 章节 中 仅 在 12.7.3.1 p ERR 12.7.3 时 用 到 ,而 对 此 我 们 已 在 
12.7.3.2 中 明确 地 给 出 过 一 个 初等 证 明 ;这 就 是 下 面 的 阅 述 比较 简 
单 的 缘故 ， 

1832 球面 是 R^" 的 一 个 C" 微分 子 流 形 ;事实 上 ,球面 由 方程 
Р 111-120, ЖЕЙ РС) 一 2(z1,), 该 导 函 数 在 S 上 
TOROUES 因此 ，3 在 * 处 的 切 空 间 为 (EGO X0) m e^, 5 
18.1.24 一 致 (参看 [B-G] 第 56 页 和 第 86 00). 

1833 яшн. т. 是 Rn 中 s 上 的 C' 类 曲线 的 速率 
向 量 集 合 ; 关于 S 上 曲线 的 几何 学 ， 例 如 可 见 : 18.1.8.2 中 提 到 
nift att, 9.14343 Ё rpg EE AR ER UL. (8-G1, 8.7.12 和 
9.9.6, 

1834 ”定向 ， 考 过 R^" 的 规范 定向 , 则 球面 s 作为 球体 B(o, 
DcR^" 的 边界 容 有 一 个 规范 定向 (参看 [B-Gj 第 182 ED. 给 
Ш s 定向 的 另 一 方法 是 利用 微分 形式 ; RU 的 a 次 微分 形式 


625 . 


"TN ` AE 
WA , a= SCC sh Asse Ads Ne Ads 
:在 8 上 的 限制 称 为 8 的 规范 体积 形式 ; 这 个 形式 = 不 是 唱 的 , 正 是 


5 的 单位 法 向 量 和 Ra 的 规范 体积 形式 

orm dzAc Ada 
的 内 积 ， 对 Ў, Җ о = zdy Ndz + ydz N dx + бк A dy CERA 
容 可 参看 [B-G] 8:173 页 )， 例 如 地 球 坐 标量 18.1.61 是 正定 的 
《参看 [B-G] 第 174 页 ) ,因为 我 们 有 


18.3.5 rro 一 cosgdpAa8 (es ] 一 三， E 


183.6 ”形式 = 完全 由 3 确定， 所 以 是 规范 的 ; 由 此 可 知 ， 它 在 
OCd 二 1) — CS). 下 是 不 变 的 (参看 18.5)， 此 外 ,上 岂 有 次 数 
ЖЕРЕ EXE BS) 下 不 变 的 微分 形式 都 与 成 比例 
1837 规范 测度 
18.1. 一 个 很 有 咎 发 件 的 想法 是 ; s 在 每 点 处 的 团 空间 
都 是 定向 欧 氏 空间 , 医 而 具有 规范 测度 ;所 以 就 能 在 一 个 道 当 的 意 
义 上 对 它 积分 。 例 如 ， 如 果 А Ве А-ГА Е 
' 支 集 在 口中 的 函数 ,我 们 可 以 定义 了 在 S 上 的 积分 为 : ШЕ 
P oh [1 
|, Га бат (A^. es Ж 
这 是 在 (n, 75, nu) € Ке 的 Lebesque 测度 下 的 积分 ;事实 上 根 
据 8.11.6, 平方 根 表 东 物 空 间 中 的 “无 穷 小 体积 ”。 我 们 可 通过 举 
标 图 的 变换 来 验证 这 个 量 的 不 变性 ; 由 于 s 要 用 好 几 个 华 标 国 才 
能 覆盖 ,要 建立 一 个 完整 的 理论 就 必须 利用 单位 分 解 ， 
18.3.7.2 一 种 实 贰 上 等 价 的 方法 ， 是 利用 定向 流 形 上 的 积分 
理论 ,这 时 ， 荐 仍 将 5 的 规范 济 度 记 作 o, 刚 s 上 在 一 函数 E 的 积 


分 定义 为 | fo, 其 中 积分 是 微分 形式 fo 在 5 上 的 积分 (参看 [B- 


G] 第 205,134 页 )。 因 为 地 球 窟 标 图 在 不 计 零 测度 集 差 别 时 覆盖 
5, 故 按 18.3.5 《和 [B-G] 9 209—211 页 ?对 任何 函数 了 有; с - 


+14, 


duy" dia, 


18.3.7.3 


E t= Í (сос + cos p, cos ` 
3 0,211.72, 


> sin py sin 0)соз0 * dq: * dO, 

18.3.7.4 Mii. 5 的 测度 在 D(S) 下 是 不 变 的 ,因为 它 是 从 
其 结构 本 身 得 出 的 ;在 不 计数 量 因子 的 差别 的 条 件 下 , 它 是 YY 上 在 
(3) 下 不 变 的 唯一 测度， 这 一 点 可 以 利用 2.7.4.4 中 给 出 的 办 法 
来 说 明 ; 修改 府 的 测度 也 仍 是 在 x 处 连续 的 , 因为 群 1s(3》 沿 和 
REIR T. 的 所 有 方向 容 育 轿 续 子 群 ; 而 以 上 结论 寺 所 有 的 
FERA 
183.8 体积 

18381 HR DC 3 的 体积 (4—2 时 称 为 面积 ) 定义 为 


[too 其 中 入 是 DD 的 特征 函数 ， 在 9.12.4.8 中 可 以 看 到 ，34 的 


金 体积 为 o(d + 1), І 

18.382 若 3 的 具有 相间 端点 + m 的 两 个 半 大 贺 在 亚 处 的 
单位 切 向 县 来 成 上 角 ( 参 看 18.1.2.4), 则 称 含 于 这 注 半 大 回 之 间 的 
T D 2 У B) e 角球 面 弓形 , РАН: 

18.3.8.3 DRUG = 2o. 

事实 上 ， 取 应 +m 为 北极 和 南极 的 球面 坐标 则 根据 
18.3.7.3; 

DE? Я = NM <os 6 ° dp * 09 = [ар ш, 

18.3.84 Girard 公式 (1625 年 )。 若 时 的 球面 三 角形 的 三 
个 角 为 a, 8，7， 则 该 三 角形 面积 等 于 a 十 8 十 7 一 +*。 

关于 球面 三 角形 的 定义 。 可 见 18.56， 抬 这 个 三 角形 的 顶点 记 
Э х,у, х, ЗАО а, P Ү; З ООВ y, z 的 大 图 为 
边界 县 将 * 省 于 其 内 部 的 半球 面 在 不 计 零 测度 集 的 条 件 下 ,五 可 
分 成 四 个 集合 T, 4, В, C, 其 中 了 是 所 考虑 的 三 角形 ,而 立 吕 了 
TmrTUCABSUE S BUT BSEEGE.TUAtS AU(—T) E. 
有 相同 的 面积 : 谭 后 者 是 e 角 的 马 形 ， 因 而 , 三 次 应 用 18.3.8.3 就 

‚25+ 


КЕС] H ei 


有 : 
2х = D 的 面积 一 Y 的 面积 十 4 的 面积 十 8B 的 面积 十 C 的 面积 
= T 的 面积 十 [2e — T 的 面积 ] 

+ E28 — T 的 面积 ] 十 [27 一 了 的 面积 ]。 


Hj 18.3.8. 


186335 ”推论 ， 若 了 是 有 # 个 顶点 ,内 角 为 mti m 1,---,я) 
的 球面 此 多 边 形 , 则 有 


РИЯ = Ула (n 一 2x 


证 明 与 10.5.2 ЖА. 

18.3.8.6 附注。 公式 18.3.8.4 元 非 是 对 任何 二 维 笋 曼 流 形 都 
成 立 的 一 般 Gauss-Bonnet 公式 的 一 个 特殊 情形 。 Gauss-Bonner 
公式 是 说 ,对 三 边 都 为 测 地 线 ,内角 为 ms 如 7 的 三 角形 了 , 有 «+ 


m r= == | К e, Дер к 表示 流 形 的 曲率 ，a 是 规范 测度 ; 


I 


在 此 ,5 的 曲率 恒 等 于 1。 在 双 曲 几何 中 《参看 19.5.4)， 我 们 还 将 
看 到 内 角 为 o, 0, Y 的 三 角形 的 面积 为 = 一 “一 ?一 这 个 结 
论 对 应 于 双 曲 平面 的 曲率 为 常数 一 ! Кр. жок ИЕК: 
平面 ,我 们 很 简单 地 有 102.4, 请 参阅 12.7.5.2 中 的 参考 文 ВА. 
Girard 公式 特别 表明 :; 范 三 角形 工 的 三 个 角 都 属于 = 的 有 理 数 
倍数 所 成 的 集合 zQ, 则 工 的 面积 也 属于 «О, РАЧЕ S" (L2 зу 
的 单 形 剖 分 , 格 把 每 个 单 形 的 体积 用 二 哥 闻 (这 是 球面 三 角形 的 内 
角 的 自然 推广 ) 的 函数 来 表示 , 是 一 个 非常 国难 的 问题 ;Cheeger 
ЖТ Simons 新 近 提出 一 个 猜想 : 对 d 关 3， 存 在 5° НЫ 
分 ,其 中 的 单 形 二 面 角 都 属于 xQ, 但 体积 不 属于 лО. 

在 12.114.3 中 我 们 曾经 扣 尖 等 膨 不 等 式 12.11.1 在 S" 中 推 
广 的 问题 ， 


184 5 Bp E 


1843 在 此 我 们 沿用 3.9 中 所 使 用 的 符号 ， 在 9.9.4.3 中 我 们 已 
经 看 到 ,由 Кё" 在 3 上 所 诱导 的 距离 并 不 是 很 好 的 ,实际 上 它 既 
不 是 优异 的 也 不 是 内 北 的 参看 9.9.4.4)。 9.9.8 启发 我 们 应 这 样 
处 理 : 对 x, ?6 S, E xy = Arc соз [(z]y)], 从 而 ; 
18.4.2 ЖЕ. АЙП; S x 3 一 [0, x] 是 5 上 的 度量 ;这 一 度量 
是 优异 的 ,因而 是 肉 葡 的 。 这 度量 与 RU 在 5 上 诱导 出 相同 的 
自然 拓扑。 HE z, y€ S: y 5e 一 z， 则 存在 唯一 的 以 > 到 ?y 的 
最 短 通路 ; 若 ? 一 —=, 则 所 有 的 端点 为 = 和 -+ 的 半 大 间 都 是 从 x 
到 + 的 最 短 通 路。 度量 直 称 为 8 的 内 葡 度量， 我 们 以 后 不 再 考虑 
其 他 度量 . 

显然 有 条 一 0 地 x 一 yy 和 xy — ух. x, у, z 不 共 面 时 ,三 
角形 不 等 式 可 从 18,6.10 推出 ; 三 点 共 面 时 可 从 9.9.8.1 EIS. А 
18.6.10 和 9.9.8 我 们 可 以 推出 二 是 优异 的 ， 并 能 得 到 一 些 关 于 最 
短 道路 的 论断 。 

请 参阅 18.11.13 中 关于 三 角形 不 等 式 的 另 一 证 明 ， 


n 


图 1844.7. 


1842 附注 ，s 的 因 蔓 度量 恰好 是 按照 9.9.7.1 由 Вее 诱导 的 
度量 所 推 得 的 2: 我 们 将 证 明 留 给 读者 : DL 18.11.26. 

184.4 命题 (等 距 转 的 不 可 能 性 》， 设 口 是 s 的 任 一 开 集 ， 必 不 
存在 等 距 映 射 1:0 — А, BU f 不 可 能 使 4(fGO. РО)? — zs, 
Ух, ye U, 


图 18.4.4. 

首先 注意 到 , 若 z, y, z€ 5 是 线性 邯 关 的 , 旭 集 合 

M — (mE Š: mx = my = mz) 

是 8s 的 d — 28988 f KERI, B EB T s 的 包含 x, y, z 的 ?2 扒 子 
球面 N. W FEM ONIS AR. НЕТ z, у, z 所 决定 的 半球 面 ， 
F ЖН G h 18.6.8 和 18.11.6) 

18.4.4.1 m = inf [Zm :mm € M). 
现在 设 己 是 8 的 一 个 开 集 ; 根据 18,6,10， 存 在 线性 无 关 的 х ро 
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z€ S 使节 一 yz 一 z, RU 18.6.13 的 球面 三 角 公 式 就 能 把 
fp у — ui ЫҢ ЖЕЛДИ zy = yz = zt — o 的 函数 ， 且 
可 以 看 出 a m 38. 现在 用 e, y, Y, r, m, M' ЖОЙ Ss 
жулт, M 在 了 下 的 像 ， 因 为 了 是 等 虐 , 于 是 首先 可 知 xy'z E 
R' 中 的 等 边 三 角形 ,继而 有 
` M' = {гє Ro, x) — dv, y) — 460, E 

根据 : КИ Td MORET. MD SEE COE 
inf (4(2, s): 6 M'}， 这 时 ,在 Re 中 利用 初等 方法 即 可 知 г 必 
Gy, n) dub EAE. dn, Y) m V э aG, y 8 
її 4б, r) = — 8, TRE. 38, ВЖЕ. 
1845 it. 上面 的 这 个 命题 尤其 可 以 18.4.7 SH. 另 一 方面 这 . 
命题 也 可 与 18.11.7 的 讨论 相仿 地 证 明 ;而 且 ， 前 面 的 证 明 是 建立 
在 距离 极 小 问题 的 基础 上 的 。 . 

XCPFUB SSES A BO ЖИЕ ШШЕ , 见 18.1.5。 
1846 ЫР, 根据 8.3.11 19.7.5, 对 s, yc S, x e y, Ж 
€ {кє S:sz = ту}Д& S BJ 4 — 1 继 大 球面 ,与 个 线性 无 关 的 点 
等 眶 的 点 的 轨迹 ,是 一 个 4 十 工 一 和 维 耶 球面 。 
18АЛ ” 控 面 由 度量 所 表示 的 特征 ， 这 里 涉及 的 是 (55, 一 ) 上 的 
类 似 于 9.7.4 中 对 爽 氏 空间 讨论 的 问题 ， 回 答 是 肯定 的 ; [BL] 第 
VIL 章 中 对 此 有 详细 的 讨论 。 在 练习 18.11.14 中 可 找到 其 主要 部 
分 ;显然 它 给 出 了 18.4.4 的 又 一 证 明 。 


18.5 S шашам 


1851 有 了 5S 上 的 一 个 好 的 度量 后 ,最 紧迫 的 任务 是 考虑 它 的 变 
换 群 (8), 事实 上 原本 有 其 个 群 要 考 威 ; ЬҺ65, л) 165, 4). 
然而 根据 8.3.11, 这 两 个 群 是 一 致 的 ;因而 我 们 可 以 将 它们 者 写成 
1065) 而 不 致 让 起 歧义 。 另 一 方面 :由 于 9 8.2，lSKS) 与 


Is R^*) = (f e (QR): 15) = 8) 
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契 一 致 的 。、 最 后 , 正 交 群 0C4 + 1) 是 含 于 ISO) 内 的 ; 
O(d + IC Egp(R?*55, 

事实 上 ,这 里 涉及 一 个 等 癌 关系 : 

185.2 命题， 通过 在 57 上 的 限制 运算 。0(a + 1) 自然 同 构 了 

1654), 

Ж Je (Н); 证 有明 f(0)-— 0 л Y CG 8 9.1.3). m 
我 们 的 想法 是 d(x. y) 一 2, x, y € $^ 表示 了 对 径 点 y 一 一 x 的 
特征 。 设 任 一 se S^ ДОРС), }С—)) 一 Ka, —z) = 2, TR 
天 一 *)》 = —#GD, ШАШ fF ЖИН (参看 3.5.1) ,就 有 ; 

PETER) fo)-ti—20. 
ко (9) 5 в. 


T 


1853 105. Ф 1805) = Ot(2 + 1) £ S ERIS C7) 
O7(d + 1) 在 5 上 的 限制 (参看 8.2.1). 

18.54 Ж. 若 在 某 种 适当 的 意义 下 给 定 Y 上 的 一 个 定向 ， BU 
Is《8》 是 保持 这 一 定向 的 等 距 变 欢 群 (参看 18.3.4)。 

TEOsC3) 《同样 ls*(8)) 是 在 二 点 可 迁 意义 下 "最 大 ”的 群 : 
18.55 命题 (二 点 可 迁 性 )， 设 s 的 任意 四 点 满足 xy е агу, BU 
存在 fel) 使 fx) 二 x 和 了 Cy) 一 ;， 

关于 这 个 间 题 ,可见 9.1.7， 

18.5.5 的 无穷 小 说 法 是 : 

1855 ”命题 ， 任 设 > we S, кє TS, Кє ТЗ, B. [&| = I, 
则 存在 fe 185) 使 f(x) 二 x 和 了 C8) 一 5, 其 中 下 表示 fF: 
R**9 的 切 映射 《或 导 上 映射 )。 换 名 话说 ,Is(5》 在 s 的 单位 声 向 量 
BLS E Ec ij EE BS. 

对 4 一 1 或 ?可 确切 地 表述 为 : 
18.5.7 Ф. Шта 一 1, 设 任意 四 点 z, y, x, Ел { б< 
ay — У < a; f] IsC5') 中 唯一 存在 7 使 Се) 一 二 和 了 CO) 一 
у. #Ж 4—2, 设 任意 四 点 zy, r, y € S ху ху < x, 
出 在 ds*($*) ТАМЕ fE f të f(z) = ЯП РОР) 一 

最 后 ,下面 的 结果 表 阴 了 在 群 RC3) 下 的 不 变 度 最 的 唯一 
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性 : 
18.5.8 GER. 设 ? 是 8 在 1565) — О(а + 1) БЕЗЕК А, 
则 存在 一 个 内 射 e: [0, =] К, 使 Ve, ye S 有 аб, у) = 
9 Сау). o 又 是 内 蕴 的 ， 则 存在 Re Rt 使 V z, ye S 有 (n, 
DLE 

18.5.5, 18.5.6 和 18.5.7 等 结论 很 容易 从 8.1.4 和 8.2.7 得 出 . 
为 证 明 18.5.8 的 第 一 部 分 ,我 们 固定 хє 3， 并 对 所 有 的 re [0, x1 
选择 ?E 5{й zy= r. 令 рл) = (а, у), RI Vu, $ 9 
(и, v) 一 eur Н ию 一 + 一 xy, Wi РЄ (S) 《参看 
155.5) 使 f(x) — a 和 160 =, 由 此 得 出 

Sus 0) = 81 (ж), FG) — 86. y) — eG) — oC). 
15.5.8 的 第 二 部 分 比较 难 一 些 , 下 面 我 们 将 它 分 成 几 步 来 证 明 ， 

18.9.8]. 对 所 有 满足 下 列 条 件 的 r, s, ré 10, x/2]:r 十 :€ 
D, а], г> П ге [н л), 我 人 有 eco e) + 
(г), 事实 上 ,根据 18.6.10 存在 v, y, zkS 合 xy — r, zzi 
和 yz= :, НЕ 

qG) == p (yz) == 8(у, z) 6x, y) + 8(y, z) 
= er) + es). 

18582 函数 p 是 连续 的。 18.5.8.1 的 关系 式 表 明 ， 只 需 
知道 在 6 好 连续 就 名 了， 然而 因为 
?是 内 葡 的 ， 故 至 少 存在 一 条 关于 8 
的 评 求 长 昔 线 f, 因此 ,由 了 的 长 度 的 
定义 (参看 9.9.1) 就 可 知 , 存 在 x,y € S 
使 x, y) 达到 我 们 所 要 求 的 那样 
小 ,因而 pt) 也 可 达到 所 要 求 的 那 
样 小 ， 而 18.5.8.1 导致 (ER += O 
Уне [0, 208. e < 2000): 这 就 Hone 
WEB] T Tiro АОН. 

18.5.8.3 

V z€ [0, 2] 3 Аа) € 10, 1[ ф(х) == 1g V 1€ [0, 10у}. 


зу + 


用 区 证 法 : 倘若 对 所 有 的 ne N* 总 存在 elo, П 使 
er) < sp(x)， 则 首先 通过 肥 复 使 用 18.5.8.1 可 知 , 对 N 中 所 有 
ЖЖЖ ES MUCRONE 此 式 对 所有 "和 所 有 者 
成 立 ,P 又 是 连续 的 , КАЛТЫ ге [0, 1] 有 eG) < re GO CQ 


在 民 中 的 弄 密 福 ). 于 是 , 设 we 10, у[ t аби) < I ww); 好 由 


18.5.8.1 T AE HUP fi: 
gx) = ou + (x — u)) x eGO + бх — ин) 


X — ни 


< = Ф(х) + z e = e). 


18584 wi ов, T0) gramm А. 


根据 5553, 或 者 962 — e p pe R, gap 200 


.这 后 一 种 情形 是 不 可 能 产生 的 ; 事实 上 设 f 是 关于 6 的 可 求 
长 曲线 LUCAS 9.9.0) 对 
“(д 任何 这 0 有 了 在 8 下 的 
长 度 >} 在 一 下 的 长 度 与 
NN 的 区 积 ,而 这 是 不 可 能 
的 ， 因 为 f 在 直下 的 长 度 
是 大 于 0 的 ， 现在， 定义 
9.9.4.4 和 18.4.3 的 证 明 技 
巧 表明 ， 关 于 5 和 五 的 可 
求 长 曲线 是 相 局 的 ， 且 了 
在 5 下 的 长 诊 = f {ЕТ F 
的 长 度 的 A 倍 .由 于 9 是 内 蕴 的 ,这 就 是 说 8Cx, y) Ay Vz, y€ < 
CBE 9.9.4.4), 
18.5.8.5 Ж, 15.5.8 表明 一 是 5 上 良好 的 订 量 《不 计数 量 中 
子 的 差别 )， 寻 外 ,我 们 要 指出 ,如果 仅仅 在 93 上 寻找 1505) 下 不 
变 的 黎 曼 度量 ， 则 叭 一 性 的 证 明 是 显然 的 ,因为 18.56 表 有明 
оа + 1) 在 3 的 单位 向 量 集合 工 是 可 迁 的 ， 从 而 这 些 黎 曼 结构 


1825 


х 0 


图 18.5.8.3. 


部 是 成 比例 的 ， 

18.5.9 关于 1505) 的 迷 向 群 (参看 1.5), 有 I, (57 = О.В), 
因而 15,65) Яп 04) 之 闻 基 同 构 的 ， 

18.5.00 对 LCS") 或 1s(5*) 的 有 限 子 群 的 研究 ,可 网 1.8.2， 
1557). 的 有 限 广 群 的 分 类 是 舅 一 个 内 容 李 党 的 研究 领域 , 建议 读 
者 参阅 ГУР] 的 整个 第 Ш 部 分 。 


18.6 球面 三 角形 


18.6.1 本 节 的 目的 研究 上 的 球面 三 角形 ,也 就 是 说 , 研究 3 Ж 
欧 氏 空间 的 三 曾 体 《由 同 -点 出 发 的 宇 条 半 直 线 所 构造 的 疼 形 )， 
特别 是 ， 球 面 三 角 研 究 三 面体 的 三 个 曾 角 和 三 个 二 面 角 这 六 个 数 
之 疗 的 关系 .这 一 些 关 系 在 天 文学 ,航行 学 (航空 和 航海 ) 和 机 械 学 
中 者 是 很 基本 的 。 我 们 将 指出 导致 这 样 一 些 应 用 的 途径 ， 更 一 般 
也 ,我们 可 以 首先 研究 球面 S° (2 22 3) 的 三 个 点 ,然而 我 们 通过 
考 匣 由 这 三 个 点 所 生成 的 2 维 子 球面 ,实际 上 又 回 和 到 4 =— 2 ЖИЙ 
X. ЕБ ЖН 5“ 的 4 十 1 个 点 所 成 图 形 是 很 重要 的 ;但 我 们 会 
看 到 对 4 > 3 的 研究 机 
比 对 z = 2 BUSESCERSE 
£; 对 此 可 见 [CR3] 
第 247 页 和 其 中 提 到 的 
参考 文献 ，18.3.8.6 中 
那个 没有 解决 的 问题 则 
是 表明 & = 2 的 情形 与 
4 > 3 的 情形 之 间 难 度 
不 同 的 一 个 例子 ， H 

186.2 ”定义 .~ 的 三 

个 点 所 成 的 三 元 组 《x， Bone 

y, х), ЖОО R° ОТАТ ЖЕЕ ЖОЮ. ШКУ s — s 的 三 角 
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1863 我们 不 号 将 《x， у, а) 跟 与 它 自然 地 联系 在 一 起 的 那个 有 
及 影 的 部 分 ( 见 18.3.8.4) 混 回 起 来 , 并 把 后 者 也 称 为 以 x ys 为 
Ер 

18.64 18.62 可 看 出 , 三 面体 (Ov, Оу, Dz) 的 二 面 角 等 于 
在 《x， у» я) ДОДАНУ Айл, у, z 所 确 定 的 大 轩 相 切 的 单位 疝 
зе), 四 此， 引进 下 面 的 概念 和 记号 就 是 很 自然 的 : CO 
х, y 是 《更 一 般 地 ， 任 何 一 个 欧 氏 空间 ) BUDE I IEEE RI, 
我 们 令 


18.6.5 "T i у (xly)z, 


这 就 是 说 z, 是 在 对 [zs у} 实行 Schmidt 标准 正 交 化 (参看 8.1.4) 
JE z 所 得 的 第 二 个 向 量 ， 

ТА, x, 是 由 超 点 * 和 终点 所 决定 的 大 辆 弧 在 * 处 的 单位 
Ули, 我 们 可 以 很 方便 地 将 这 一 x,& TIS ARTE z 处 的 一 
个 向 量 。 


图 18.6.5. 
18.6.0 ”定义 和 记号 ， 设 《x,y, z》 为 球面 三 角形 .点 *, y, z FK 
Ж (a, y z) ЙЧЇДдА. Саз у› а) 的 边 或 者 是 指 由 《x,y), бууш)» 
eMe 


(z +) ЖШ. ЕНК ЕА Е, Е ЭЗИ: а 
Yr, box, с == sy. (z, у, в) 的 第 就 是 向 量 的 《 非 有 向 ) 夹 角 
《因而 是 实数 < 10, aD: 


T = вк, == Arc cos (Cz, 1 2,)). 
18.6.7 ”与 欧 氏 平面 三 角形 的 清 形 相 类 似 ， 大 体 上 我 们 希望 ;6 个 
Ж a,b,c, ay В, т 可 表示 为 其 中 仅仅 3 个 数 的 范 数 。 一 个 富有 
局 发 件 的 理由 《18.6.13.10 中 将 对 它 作 合用 格式 的 讨论 ) 是 ， 若 给 
Ња, Б, <， 则 在 不 计 等 距 差 别 的 情况 下 ，” 和 = 是 确定 的 :事实 
上 若 给 出 r，zy 一 u, x. v 满足 条 件 ú, ve T.S 和 ur = a, 
则 在 以 * 为 始点 分 别 与 * 和 "” 相 切 的 大 加 上 到 定 长 度 bm zz, 
c= xy i, v dut 就 完全 确定 了 。 然 而 若 我 们 在 *” 处 重新 这 样 
做 ,使 ww € T, 和 uv — uo 一 a, 刚 存在 一 个 等 距 变 换 , 它 
ЖЕ ШЕ у, S a o RU 2; 因而 它 将 y, z ВУ, z, ШЖ 
即 得 yz ут, s= yz 确实 可 以 表示 为 a.b. с 的 函数 这 一 事 
S, 可 从 18.6.8 的 计算 过 程 看 出 。 整 个 球面 三 角 的 关键 公有 了 两 处 : 
一 是 公式 18.6.8, 男 一 是 配 极 三 角形 彼此 对 偶 的 概念 , BD 18.6.12。 


图 18.6.7. 图 18.6.8. 


18.8 命题 (球面 三 角 基 本 公式 )。 对 任何 球面 兰 角形 总 有 


. 355 


cosa = cosb - cosc + sin b * sine + m 


Ф u= x, о х, 由 此 得 出 
y» coSc * x + Sin * н, z = cosb + < + sinb + s; 
因为 由 = 的 定义 知 (ule) 一 соза, X. Clu) == xl o? == 0, 歼 由 
。 的 定义 我 们 可 求 得 


cosa == (y| z) = (cosc + x + sine * s| cosb * z + sinh + >) 


== cosb * cosc 十 sin b + sinc * созт, 
18.69 ”推论 ， 在 边 长 ,< 固定 的 球面 兰 角形 中 ， 边 长 "是 的 
严格 增 函 数 。 

应 该 注意 到 , 这 一 函数 的 变化 区 间 并 不 总 是 [15 一 “18 二 <]， 
因为 没有 任何 还 由 说 必定 有 b + ce 10, aD, ВЗ р > 
z[/2, 则 这 一 变化 区 闻 将 是 10, 2a 一 28[。 下面 的 推论 明确 地 说 
明了 这 一 点 。 
18610 推论， 对 任何 球面 三 角形 有 
b— j| <a < b+ € ü z + b + c < 2=, 
反之 , 若 10, =[ 中 的 三 个 实数 а, 5, с 满足 lp 一 cl| <a < b+ c 
Tack boe < 2x， 则 存在 一 个 边 长 等 于 а, b, с 的 球面 三 角 
Ж; 在 不 计 等 虑 差别 的 情况 下 这 个 三 角形 是 唯一 的 。 


m + \ T 


cosa 
sos(b + ot 


Min 


EH 18.6.10. 


根据 18.68, НЕНУЕ < t 《按照 定义 1862,8 
ur ЁЛ Y 28 ТЕН), 因而 有 
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сова — cos b + cosc PZN 
А sin b * sinc 
它 等 价 于 

cos (b + c) < cosa < cos(b — с). 
对 а, Б, сє 10, «1, 此 式 导 致 < b + c < 2 — a, H JE B 
ЖЩ aF hb + e < 2x; 然 后 通过 置换 有 5 之 ca 和 c < a + b, 
也 此 最 后 得 18 一 cl «a. EZ, a, b, e 满足 推论 中 的 两 个 条 


件 , 则 有 Cl | ст, ЕЕ ае 0, xf 使 


sinb* 
соза = cosb + cose Ч Cep. sinc* cosa, TERR (图 18.67) r€ 


S, sx v€ TS б [ull == lol — 1 uo 一 a， 则 对 18.6.7 中 得 出 
的 y, z, HE 18.6.8 有 ys = а. E— FETA 18.6.13.10 @Ш. 
18.6.ii 实际 应 用 。 公式 18.6.8 有 许多 实际 应 用 ; 在 天 文学 中 的 
应 用 , 湛 竖 用 到 下 面 的 大 部 分 公 试 , 参 首 [DN]. 关于 航空 学 上 的 
“标高 线 " 的 应 用 , 例如 可 见 LAE 第 379 一 386 页 、 有 关公 式 说 明 
了 最 初 型 号 的 2 马力 雷 铁 龙 汽 车 抛 弯 时 的 运动 状态 , 见 18.11.16， 
最 后 ;作为 纯 几何 的 应 用 ,近来 球面 三 角 已 被 用 于 黎 曼 几何 的 不 少 
研 窒 之 中 ,例如 可 见 TG-K-M] BJ $ 6, 而 推论 18.6.9 将 在 Cauchy 
引 恒 的 证 明 中 起 基本 的 作用 : RL 18.7, 

18.6.12. ERE RR. Š (х,у, 2) 是 球面 三 角形 ， 则 我 们 可 确 
定 一 点 “e3， 它 同时 是 y, z 所 确定 的 大 圆 的 极点 和 顶点 仍 为 * 
的 问 一 条 边 一 ~ 即 在 间 一 半球 面 内 一 一 的 极点 。 实 际 上 我 们 有 三 
个 条 件 : 


Gd) — (z iz) = 0 # (z |z) > Q 
《根据 定义 18.612, (|х) 一 0 ОҢОР). 出 此 可 得 
18.6.12.1 ЗЛЖ. E (y, z》 是 球面 三 角形 ， 则 由 
条 件 
GI == Gg) = 0, Ql 0, 
POL (y iz) = OY Ix) — 0, Cr 132 > 0, 
Са Б) е Сету) 0, (2112770 


2325 


所 确定 的 三 元 组 Q^. т) 是 一 个 球面 三 角形 《z，y，z， 记 
% Qo у, У, EO Gon з) 的 配 根 三 角形 。 


TESS E. BÉ к, у. х НЕБИ. НА. Еті 
ЄК. +R.y, 这 就 导出 (iz) = 0. 


图 18.5.1241. 


18.6122 命题 .对 任何 球面 三 角形 Q9, у, к), ЖЯ (х,у, 
r> = (25 у, 2), ШЛЕ Ge. y, z) ВОЙСКАМ АИ fü 
ЖЕ (х,у, zy. EQ у zy 的 六 个 元 素 记 为 a 6, с.а, 
В, т, WE 

ата =b += +Y =a Ба +p 
= + 7 = x. 

这 种 对 全 的 对 偶 性 可 由 公理 系 POL 的 对 称 性 看 出 ， 所 要 证 
阴 的 六 个 关系 式 ， 共 中 三 个 可 以 通过 对 偶 性 由 另外 三 个 推出 ， 因 
此 仅 需 证 明 , 比 如 说 ，# 十 “= xz。 在 垂直 于 +* 的 平面 内 作 一 图 ， 
画 上 四 个 向 最 y aora x, = u, ox, m ә {ЩН y, ?在 这 平面 上 的 
射影 ,并 在 字 址 外 加 了 团 : ©, @, p) 2 @ = 0. 于 是 有 条 件 

Cz lu) = 0, Cy ly) = 0, (riz ) 20, Cy Iu) > 0, 
BC S m PI ЯД 8.7.5.3) 
yx + sç = x, 
18.6123 推论， 对 任何 球面 三 角形 总 有 : 


‚38 ж 


а В Y> яу а > 8 7, 
В+ => + а, Y + x >a + 8, 


18.6124 Ж. јх, TR DELE BR Um JL] Ej EL SESLI 


， 是 根本 不 同 的 ， 因 为 在 欧 
氏 儿 何 中 三 角形 三 内 角 
之 和 便 等 于 si 我 们 已 在 
1835483], f о = 
e + 8 +" — x= dh 
Сх, у, 2 的 面积 。 关 于 三 
内 角 之 和 小 于 = 的 几何 
学 ,可 见 19.5.4, 
18.6.13 球面 三 角 公 式 ， 


4 


在 下 面 的 公式 的 汇 ded 中 ， 


图 18.6.12.2. 


那些 可 从 其 中 一 个 公式 通 


过 (0,5, г) 


+ (е, 8, т) 的 置换 丽 得 到 的 公式 通常 就 不 再 列 人 ， 


而 县 ,我们 令 ( 对 类 似 的 情形 可 参看 10.3 和 18.119); 
18.6.13.1 


ре ЖЕК pat ET, su ides, y, 2)l, 
1 2 2 


1 
A= 21865, yo) Gm z+ ñ + 7 — x = 2P — xz_ 


于 是 ,对 和 任何 球面 三 角形 有 : 


18.6.13.2 а= V sin psin (p — a) sin (p — bB) sin (p — е), 


18.6.13.3 tg. — Js P P gp b p — 
n 2^ 2 


18.6.13.4 S25 int бле в 
si i 


A = V sin P sin (P — a) sin (P — )sin (P — T) 


1 1 
18.6.13.S 2 — заб sin езшш, À = E sin 8 зіп Y sina 


СЕЮ 


si 
186136 Ë —7 „ор 2 
2 


18.6.13.7 cosa 一 2052 cosbeose 
sin b inc 


gt - Гаа (р вуза (p — с) 
2 sin psin (p — a) 


-证 明 18.6.13.7 的 第 一 个 公式 就 是 18.6.8; 第 三 个 公式 可 借 


助 
19 омо + 1 nid 1- соға 
一 sinz 二 一 

2 2 2 2 
muc ferr p D ARAS КЕМНЕН. 为 证 明 18.6.13.5《 其 
第 二 式 要 用 到 第 一 式 和 18.6.12), fi Hi R* 的 正 交 标 架 (e, 
ez 6h 使 6 z, ems nales dX Wm, x, y, z 
的 坐标 是 容易 求 出 的 (参看 18.6.8 BUUEDT), НН 


1 cosc cosb 


соз 


бе (х, y, x) 0 sinc cosasin b| == sina sinb sinc, 


[0 0  snasnb 
18.6.13.2 的 第 一 式 只 需 利 用 Gram 行列 式 的 技巧 (参看 8.11.5): 
Сара) Gy) Glz) 
LOEMICDECD бу!) 
ICDECDECII 
ЖЕКО ЖНА Ф, RUuDRS 18.6.13,2， 其 第 

二 式 则 可 通过 配 极 三 角形 得 到 (参看 18.6.12.2). 
# T 18.13. 以后， 公式 18.6.13.4 是 很 显然 的 ， 公 戒 


» 40 * 


1 cose cosb 


= созе 1 созт 


; 


cosb coss і 


18.6.13.6 和 18.6.13.3 可 利用 18.6.13.7 得 出 ; 18.6.13.3 BS TE BHL H; 
较 长 ,但 仅 需 用 到 常用 的 三 角 公 式 。 

186138 附注， 公式 18.6.13.2 至 18.5.13.7 在 位 置 天 文 学 
中 是 经 常用 到 的 ， 详 见 [DN] 或 [AE] 第 367 页 及 以 后 几 页 。 需 


в 


要 特别 留意 的 是 , sin a 并 不 能 决定 w， 这 与 cosx 或 包 Ium 5” 


sn 一 是 不 同 的 ， 其 原因 罕 于 ac 10, 31. 90 的 公式 的 最 大 
优点 就 在 于 此 (在 天 文学 中 称 之 为 “二 级 "公式 ,而 写成 二 的 公式 ， 


例如 18.6.13.3， 则 称 为 “三 级 ”公式 )。 公式 18.6.13.3 也 不 比 
18.6.13.2 差 ， 它 使 我 们 想起 把 欧 氏 三 角形 面积 表示 成 三 边 的 函数 
的 公式 10.3.3。 关 于 这 一 点 ，18.11,.9 是 一 个 很 有 意义 的 练习 。 

18.6.13.7 的 第 一 个 公式 是 Gauss 首先 得 到 的 ,公式 18.6.13.6 
称 为 “Ntpbeif 同类 式 ”， 而 公式 18.6.13.3 则 是 由 Simon Lhuilier 
得 出 的 ， 

386.139 推论。 一。 的 充分 必要 条 件 是 PF 二 7 ( 斌 与 
10.2.2 比较 )。 

对 其 证 明 需 往 意 ; 用 18.6.13.7 而 不 要 用 18.6.13.4! 例如 一 
个 球面 三 АЈАЗ ШН (Ham b — с), 当 且 仅 当 它 的 三 个 角 是 
相等 的 《ec 一 8 一 7)。， 但 与 平面 的 情形 不 同 。 这 三 个 角 的 公共 信 
可 以 在 整个 1/3, x[ 中 变动 : 详细 讨论 可 抑 18.11.11， 应 用 可 见 
18.4.4。 

18.6.1310 推论 《球面 三 角形 的 全 等 )。 设 (а, уу 2), 《3， 
y, 2) 是 两 个 球面 三 角形 ,它们 的 元 素 分 别 为 <, b, cs as PT 和 
2, b,6, йу 5，7，。 则 下 面 五 个 条 件 是 等 价 的 : 

G) afe Is(1fGo — x, fO) == y, Кл) == s; 


Gi) a= š, = b, с 


Gi) a= à, b— h, ¿= š; 
Gv) a= d, B= ñ, у=; 
(v) a= a, 0 = #, r= +, 


бар+ 


显然 出 б) 可 推出 其 他 四 个 条 件 。 引进 配 极 三 角形 (5H 
18.6.12.1 和 18.6.12.2) 就 可 证 明 Gi) FJ (v2 以 及 (ii J Gv) 的 
等 价 性 。 过 而 仅 需 证 明 例 如 (iii) > (1), 而 这 又 只 需 利 用 18.6.7 
的 想法 : We 

HW кү, po r,, 1b == Xy, U = Xss 
则 从 18.6.7 可 知 ,存在 felds(s) 使 
| Ha) = я, FG) = 8, f(e) = 2, 
这 是 因为 由 假设 条 件 оа 有 но 一 #6。 然而 由 于 
fe C$), zy — Ej, zz — ga, 

ACH 100 y QG) = s, 


= 18.6.13, 


1554311, ж | 

G) 情形 《77 EB PIR JLE SE 全 不 同 的 ， 在 欧 氏 几何 中 
三 个 角 对 应 相等 的 两 个 三 角形 仅仅 是 相似 的 

(i) 如 同 10.2.6 中 那样 ,作为 一 个 练习 ， 可 以 讨论 下 列 条 御 
下 渤 面 三 角形 的 存在 性 和 唯一 性 给 定 Са, ё, у) 0 (а, 0, о) 
或 (а, 8. т), 

(ii) 对 直角 球面 三 角形 或 肯 边 球面 三 角形 ( 即 其 中 有 一 条 边 
等 于 x/2) 的 讨论 可 见 181111, 

Gv) 2E 18.11.10 中 可 以 看 到 欧 氏 平面 几何 由 所 谓 “ 窜 有 已 知 
ЖД” PICO. 3 J3 — HET 


+1. 


， (G) GE TDX TAE 203 页 及 以 后 几 页 中 ， 可 以 看 到 将 Ri ЛЕ C 
中 复 化 而 得 到 的 球面 三 角 学 的 研究 . 

18614 ”练习 甄 目 。 一 个 总 是 目 是 “ 任 取 第 10 章 中 的 一 . 段 讨论 ， 
看 看 类 似 的 问题 能 奉 言 之 成 理 地 在 S: БН з 和 如果 能 行 , 试 解 决 
这 个 问题 ,并 将 所 得 的 结果 与 平面 上 的 结果 相 比 较 ”。 

在 18.4.4 中 我 们 己 经 遇 到 过 这 类 问题 。 在 此 读者 可 试 将 
10.3.10, 10.4.1, 10.4.3, 10.4.5 等 结果 推广 到 s 上 ; 也 可 参看 
18.11,5, à 
18618 Ж. i934 中 可 以 看 到 双 曲 几何 中 与 18.6.13 相对 
应 的 结果 ， I 
186.16 “ 注 、 在 S: 上 也 可 以 讨论 一 些 体质 很 不 相同 的 问题 。 n 
可 见 [FTI] 的 第 IV 章 和 [BL] 的 第 VIH E; 球面 上 给 定 的 若 
和 二 点 的 最 佳 排列 问题 尚 在 探索 之 中 , 例如 可 见 [FTI] 第 171 页 ， 
也 可 看 .C,， 和 Rogers，Packing and Covering, Cambridge 1 Uni- 


versity Press, 


Fi 


7187 PRESIDE: Cauchy 引 理 


这 二 节 是 为 Cauchy 引 理 而 安排 的 ， 这 个 引 理 是 关于 R: 的 
(41КЕ Cauchy 定理 12.8.1 的 两 个 关键 之 一 。 在 整个 这 
节 中 我 们 设 $— SCR! Cauchy 引 更 的 证 明 很 精巧 ， 它 实质 上 
是 在 命题 18.7 7 的 基础 上 进行 的 。 

18.7.6 Gus 5 的 这 样 一 个 于 集 为 半球 面 , 它 是 $ — 
点 的 平面 相 联 系 的 半空 间 的 交 ， 
18711 定义。 我 们 称 5 的 这 举 一 个 子 你 Р 为 凸 球面 多 边 形 ( 简 称 
为 多 边 形 ), 它 是 SPERA TEE EAE P ге ПРГ СР) 
(BI P &Ж@Ж ИЛЕГЕ ps), 

fln, — HUE RUE ELA URGED RERO A XE. 3tl8.6.3. 
为 了 能 定义 了 的 边 和 顶点 ， 我 们 要 利用 关于 是 多 面体 的 一 些 结 
m. 


e 435 


图 na, 


18.7.2 Узар Н, йн ЕТЕНЕ RO 的 半空 间 为 Ds 
# p= n His е2 == n 总 ,于 是 疡 是 凸 多 面体 ,实际 上 它 是 


Щщ о этге. 既然 bx @, ШАВ 站 а, ВЕП 
Б 12.1.5 R112.1.: Ё НАЗЕРКЕ. 因为 PN 
《一 了 P) 一 9, ОНЕ ВА О 点 的 平面 内 从 口 出 发 的 半 
EARBE. 
1&73 定义 ，P 的 顶点 是 8 与 加 的 楼 之 交 ，P 的 这 是 8 与 Ó WJ 
面 之 交 ， 荐 多边形 有 三 个 顶点 , 则 称 为 三 角形 
38 12.1.12, 我 们 可 以 看 到 ， 忆 的 每 一 条 边 恰好 含有 两 个 顶 
县 每 一 个 顶点 恰好 属于 两 条 边 ， 因 而 我 们 可 对 尼 的 顶点 加 以 
编号 , 设 为 x1)icw…a， 使 得 连 号 的 两 个 顶点 在 同一 条 边 上 ， 在 下 
文中 我 们 总 假设 采用 这 样 的 写法 ,在 这 种 写法 下 , P 完全 由 其 顶点 
决定 。 顶 点 数 与 边 数 是 相等 的 。 对 5 的 多 边 形 ， 我 们 可 像 球 面 三 
角形 那样 ,利用 自然 的 记 潜 引 人 角 和 边 长 : 
1874 XX B. ШЕЕ P— Dna. 的 边 长 是 实 


Ea nna i= 1, а, 并 约定 xa om ro BD a, 一 ху, 


TP 


图 18.7.3. 


P 的 角 是 
CE l, йу xeu ду xm xu), 

1875 命题 设 z, y 是 了 的 不 属于 同一 条 边 的 两 个 顶点 ,7 是 
ЕРИП КАЦ (Жа 
是 唯一 的 ,因为 根据 18.7.1 
£ узе —х),Ш т 包含 在 
P NB. Р= РР", Жр 
P, P” 是 两 个 以 Y 为 公共 
边 且 РПР' ы т 的 多 边 
е, 

EATYCP.EDO, E 
x, y€ E SR н, 又 由 
y ° —х, 可知 УСН, = 18.7,5, 
于 P 和 ,它们 定义 为 PN# R РПН”, rh HR H” Ж ?所 
类 定 的 二 个 半球 面 ， 


б, 


187.6 ЯЕ Р, PRESS GOD. Goss BIS 
个 多 边 形 《在 这 个 已 知 条 件 中 。 我 们 人 为 地 规定 了 顶点 的 编号 次 
序 , 或 者 说 我 们 规定 了 P 和 了 的 页 点 间 的 一 个 双 射 ,而 这 双 射 保留 
两 个 顶点 属于 同一 条 边 的 性 态 )，P R P 的 边 和 第 当然 就 分 别 记 
为 4 dis ms ёр (1, ocu m). Canchy БЇБЇ 18.7.16 是 下 述 
命题 的 简单 推论 。 ` 

1877 $H. iR Yi 一 1,-…,# 一 1 有 a— Д V; = 


B. 8.727. 


2,-7,.25 — 13 = <a, 则 а, S< a BEC n, 
8 — 1) w < s, Ш a, 之。 І 
J878 ”这 个 结论 是 相当 直观 的 : ”如果 我 们 将 一 个 多 边 形 的 角 都 
增 大 ,而 使 它 的 边 除 一 条 以 外 部 保持 长 度 不 变 , 那 么 最 末 那 条 边 势 
必要 增长 。 然 而 ,即使 是 对 欧 氏 乎 面 的 四 边 形 ,读者 也 会 看 到 这 个 
结论 的 证 明 并 不 是 那么 显然 的 。 
18.79 БЈН, ”一 3 时 命题 18.7.7 成 立 ， 

:事实 上 ,这 时 它 就 是 推论 18.6.9， 而 且 ， 在 下 述 特 环 情形 下 从 
п 一 上 到 #” 的 递 推 是 容易 的 : 
18.719 34288. Шз» — 1 时 命题 18.7.7 成 立 ， 那 么 命题 对 任何 
满足 下 述 条 件 的 4# 边 形 偶 P，P 也 成 立 ， 存 在 #6 {2,5-5,9 — 1) 
使 oi 一 a; B 

事实 上 ,将 18.7.5 应 用 于 端点 分 别 为 ЖЛ» Жн 和 Ea EZ 的 
XB v5, 7;, 就 得 到 两 个 一边 形 Р,Р 和 两 个 三 角形 PU, 
Р". 根据 18.6.13.10, 这 两 个 三 角形 是 “全 等 的 ”, 特别 有 an 


DEI 


图 28.7.10. 


15, 而且 它们 在 mas ta» Fa. Aa 处 的 角 分 别 相 等 .由 此 
对 P 和 PP 在 顶点 да, rna. Фа» Era 处 的 角 ара, абаз бра, 


ы 得 出 不 等 式 ora ma 和 aa < н. 
18.7.7 的 假设 ,由 此 引 理 得 证 。 


因而 P, P 满足 


现在 用 归纳 法 来 证 明 18.7.7， 其 中 仅 有 一 处 应 特别 注意 不 要 


ЖАВ, 


187.11 18.2.7 的 证 明 。 证 明 的 思想 是 将 在 z, 处 的 角 -1 增 
大 到 等 于 a._,， 而 保持 边 长 不 变 ; 这 样 我 们 就 得 到 一 个 新 的 多 边 


ЖР, ЖАЛЫ а, ` za х, 边 长 为 щ, 


try aca, т=з 


EPAGE бз әкә улл 处 的 角 分 别 等 于 оа ооо аваз а, АЕ 


淖 址 的 是 我 们 没有 任何 理由 可 说 这 新 的 多 边 形 Р 一 定 是 巴 的 , 正 


如 图 18.7.11 所 表明 的 那样 。 因 此 下 面 分 两 种 情形 考虑 。 


x 


изет. 56 ` 
> 


«71 


xa 


图 18.7.11. 


хә 


dT 


33712 第 一 种 情形 ， P^ 是 目的 ， 由 于 18.75， 我 们 可 将 182.5 
应 用 于 两 个 三 角形 monos t, 和 so xn- 所， 由 此 得 出 
s, = nz, S nr, BOB eua < Aa, MJ zz, < w. 


然后 应 用 归纳 假设 和 引 理 187.10 于 多 边 形 P' qm P, EE. p 


3-1 


X. 


«48 - 


18.7.13. 


和 了 在 xa, zt 处 有 相等 的 角 , 由 此 得 出 
mu, < AE, 4, 
这 就 完成 了 第 一 种 情形 的 证 明 ， 
187.15 第 二 种 情形 : Р 不 是 凸 的 。 在 此 情 形 下 ， 当 我 们 为 将 
вы 增 大 到 a,_, ПЖ Н х. ах. х, 旋转 时, 存在 一 个 wu 
ВИН c-o, EOS P 不 再 是 晤 多 边 形 。 因 而 有 ол << 
а.-1. 
Ax. НЕО UR, ПЕ НЕ, Air. Р s, 
和 ИЙРЕ ХИ, ТЕН 
ХІХ, че Д.К, 一 хүХ›„ 
利用 18.6.10 和 18.7.5, 即 可 求 得 
а, = XQ IROXX.— EE ONE — xn. 
然后 经 由 18.7.5 将 妆 钠 假设 应 用 于 是 多 边 形 (Gas mss лл, 
ЯП (50, wo 555, Аил» z.) 就 得 出 
Чїй, 2 xx. 
最 后 ， 由 于 有 18.7,5， 可 将 18.7.9 用 于 三 角形 《max xa) $Q 
tp 4 


《xi zk; xs-0)。， 从 而 得 到 
ul onm. 
将 所 得 到 的 等 式 和 不 等 式 依次 排列 即 得 
8.2 X, — духа 08 Xu, — m Z fuk. > түл, = 0,. 
18,7.14 SUELE BLUE BS 1-8 238 Р, 巨 是 如 18.7.6 中 所 述 的 也 就 
RW 84188 HIR EUZUSEC, НОЙ л BEA — 71 ES E RISOBUR BUR IG 
号 也 与 18.7.6 一 样 ， 
18,715 ”记号 和 定义 。 对 i 1，…,，#， 令 
+ # ama, 
signe(9e (0 Жо, 
一 # w <. 
使 signe (2) signe Ci + 1) = 一 1 的 (€ (1, … ; ny 的 基数 称 为 
(P, P) 的 严格 变 号 数 《 约 定 signe (n + 1) = signe (1)). 


18.7.16 ”定理 ("Cauchy 85| 38°), Р, Р 8 а-а Yi 一 
l.c. 4， 则 或 者 对 i 1, зз, л 成 立 m а, БИЯЗЫ 35 
# 2 4, 

由 于 严格 变 号 数 是 偶数 ， 所 以 我 们 只 需 排除 它 等 于 2 的 情形 


х 


图 18.716, 


即 可 , 为 此 我 们 仍 轧 反 证 法 ， 根 独 假 设 , 存在 一 些 不 相 邻 的 j 
全，…,#}、 使 得 比如 说 对 ke 1. s.j 1 а m8 
АРНО AE ox > x， 而 对 he (j+ S c п}\) 
ü, i 一 1 有 mm <a, 且 至 少 有 一 个 这 样 的 4 使 @ < m. 
分 别 作 联结 а, хута, ж КУЖ Y 3T, 根据 18.7.5， 它 们 分 
ЖЖ PO 和 分 成 两 个 多 边 形 p. Р" Р", PF"， 如 果 将 命题 18.7.7 
一 面 应 用 于 (Р, Р), УР Р", Р"), АНРИ 
TE ха Н 和 xa < ES. 


18.8 球面 S* Clifford 平行 性 , ТЕРРА E E0283 


| “在 整个 这 一 节 中 ,4 一 3 BD s = $' E 


1881 引言 。 为 了 揭示 我 们 所 要 得 到 的 更 象 ， 我 们 将 R: 等同 于 
C, Ше R 在 9 上 的 作用 ， 它 在 1.2.9 中 定义 为 R2: 
{Cz z) — (ez, e) б (th 可 参看 4.3.3.2 90 4.5.6.2), 38 
虑 这 一 作用 的 二 条 轨道 C，C ,它们 都 是 8 的 大 圆 ， 因 为 《〈eire 
e) 属于 由 (z, z) 所 生成 的 C's 工 维 揽 向 量子 空间 ， 即 实 平 
ш. 而 R 的 下 述 作 用 是 由 5 的 等 距 变 换 所 构成 的 ;于 是 ， 由 于 根 
doe Y R 在 雪 道 上 是 可 渤 的 ,就 有 - 
18.8.1.1 d(m, С) = d(», CV m, ne C, 


m" 


и» 


这 一 性 质 使 我 们 想起 欧 氏 平面 上 两 条 平行 直线 D, D' 的 性 
质 ,事实 上 由 它 还 可 以 推出 :18.8.1,1 EIE RE аСС, С), B# 
m€ C, mE C 满足 тт 一 6С, C), ПЕН тп m MEAE 
与 C 和 c 相交 于 直角 【参看 18.11.6)， 由 此 可 引入 下 面 的 定义 。 

18812 ЖХ, W C, С ж ТКИ, 3#a(m, С) 与 
m € Cs i c RI С' Сога 平行 的 , 记 为 С/С". 

这 一 节 的 目的 是 研究 3 的 大 陨 间 的 关系 CÁC, ФПИ! 
《参看 18,8,2.5) 它 并 不 是 一 个 等 价 关 系 。 这 与 平面 内 平行 线 的 情 
形 不 同 ,然而 它 可 分 成 二 个 等 价 关系 , 它们 分 别称 为 第 一 类 和 第 二 
类 Clifford 平行 ， 这 就 是 Clifford 平行 的 奇特 现象 。 其 证 明 需 
综合 用 到 19.8.2 中 度量 的 讨论 和 民 的 运 当 作用 的 轨道 的 讨论 ,这 
些 作用 本 质 上 是 引言 中 用 到 的 特殊 作用 的 一 般 化 ,也 可 网 19:14. 
18.82 几何 轨迹 的 研究 

18.8.2.1 对 任 一 大 贺 Cc， 我 们 用 € 表示 К' 的 这 样 一 个 平 
面 , 它 是 由 下 列 条 忻 确 定 的 ，C СПУ, B CH RE G: — CC 
的 大 圆 , 即 C+ 一 Sn) 和 Ае 二 Cà(CY 我 们 可 以 注意 到 ， 
这 里 实质 上 用 到 了 4 = 3 这 一 事实 ， 呈 外， 对 任 一 大 圆 避 和 任何 
«€ [0, х], & 

18.8.2.2 C, = (n€ 8:d(2, C) = a). 

我 位 有 C С, C. C С. — C. (Юс 含有 两 个 对 
径 点 ) C... 一 Ci 于 是 我 们 只 需 对 ae 10, x/2L 讨论 С.. 
为 此 ,我 们 引信 标准 正 交 坐标 ， 它 的 前 二 个 基 向 最 在 C 内 ,后 二 个 
ТЕ СЪ рр, Э) (ке у» z, D. Ф и iy, e= z+ ir, JH 

18823 对 m — (z, y, z, D: 

d(m, C) = ax! + yt = |x]? = созбо, 
， 其实, 当 数量 积 ((s Go, 0)) 极 大 时 , BERE (и, oo, 0) 
法 到 极 小 值 ,在 w 一 a/ lu] 的 情形 也 如 此 ,于 是 


exa (са, о) |, в) = 18 iat. 
бее, Др] le] ze P = sma, 因为 (и, v)€ S, 


+ 


|а [2+ leli— 1。 事实 上 者 
188.24 引 理 。 设 Q. 是 R' 的 维 面 ,在 上 述 坐 标 下 由 方程 
sino( x? 十 y^) 一 cos'a(z! + и) = 0 
所 定义 , 则 有 С. ~ 500.. 
左 端 集合 包含 于 右 端 集 合 ,这 一 点 刚才 已 证 朋 ; 反 过 来 , 若 


sino + [и |? — соз. Jvl’, 
则 因为 lul Dom 1, 这 就 必然 得 出 Iul! = cosa, 根据 
18.8.2.3 就 得 出 所 需 结论 。 Є] 
现在 我 们 注意 济 了 一 


个 关键 问题 ， 即 锥 面 的 方 


/ 
程 是 一 个 中 性 二 次 型 《 参 /ED Wy 


看 13.1.4.3)， 因 而 我 们 可 
以 对 它 用 137.11, 从 而 得 
到 下 述 命题 。 

18.25 命题。 HER a€ ] 0, x/20, ЕНК CRMERI 
m€ С, 恰好 存在 两 个 过 ww 且 Clifford 3E(TT C 89 А, 

这 就 表 朋 了 + Z: 不 是 等 价 关系 ， 因 为 车 C ，5C” 是 命题 中 
的 两 个 大 圆 ， 则 CYC', C/C", 但 С, С” КЕ Clitford эр 
行 的 ,因为 4С, С) — 0 B. C = c”, 
18.83 与 一 个 大 图 相伴 的 群 的 作用 

18.8.3-1 我 们 要 对 每 个 大 圆 C 以 内 区 的 方式 定义 群 在 Р 上 
的 作用 ,使 它 成 为 18.8.1 的 推广 为 此 ,首先 固定 C 的 定向 , 然后 
X C+ 的 定向 使 在 5 田 6+ 上 诱导 的 定向 是 R* 的 规范 定向 ; 设 
fe lsom* (C; £^) 是 两 个 欧 氏 空间 C, C^ 之 间 的 、 保 持 定向 的 
等 距 映 射 ， 则 可 看 到 Voc O*CC) 和 Vfelsom* (C; Ct) 有 
fe ie 0+CC+), 且 fof? 仅 与 有 关 而 与 1 无关, 因为 0+(E) 是 
交换 属 。 最 后 ,着 将 C 上 所 考虑 的 定向 改变 为 相反 的 定向 , 则 C+ 
的 定 商 也 变 成 与 原先 相反 ;所 有 这 一 切 , 都 表明 我 们 所 得 到 的 对 象 
是 在 下 述 定义 的 意义 上 内 蔓 的 : 

18.83.2 定义 ， 对 5 的 任 大 贺 C， 都 可 伴 以 两 个 Is*(S) 的 

MTM 


图 18.8.2. 


TE - 
Gi = (Co, fof t) e OT) x OECDCOTCORD = һв+(5): 
e€ ОС), 16 ош? (C, C+)}, 

Се = {Cp, 10175) € Is*(S):p € O*(C), fé Isom (С, C2)), 
fn C, C RE s 的 两 个 大 图 B. c' Со 《或 Gç) 的 轨道 ， 则 称 
C 与 C 是 第 一 类 (或 第 二 类 ) 平 行 的 ,并 记 为 CYAC (С/С). 
18.8.4 ЖШ 

CO 关系 UJ 和 JH 都 是 等 价 关系 。 

Gi) Ж с/с ”等 价 于 СУС B cc. 特别 是 ,经 过 
任 一 m& 8, 有 给 定 的 C 的 两 个 Clifford 平 行 画 ,一 个 是 第 一 类 的 ,“ 
另 一 个 是 第 二 类 的 ( 且 若 m&CUC+, WI C 2e c7). 

(ш) C 的 经 过 me SNC UC+) 的 两 个 Clifford 平行 加 以 
ТЕЛА ЭНЕ: Š me C 使 аСт m) = т, C) = a, 
P= (mUC) 是 含 w 和 C 的 2 维 子 蒜 面 ， 忆 是 经 过 加 和 m. 的 大 
Ej, 则 5 和 C” 均 垂直 于 D, H3EEJ5 P xc ея BE, СЫ 
C” 的 夹 角 等 于 2o. 

Gw) Ж C,C', C” 是 三 个 大 圆满 足 条 件 Сус, c" c 
51 а(С',су=а(Є”,С), MJ СПС" x Ф, - 

(v) (Clifford 3E (1 PIE) C, C' RAT KINH. C* 7c, 
m, s€ C, тес, XXE DES mji т 的 大 圆 ,而 D' Et s€ D' 
和 D'"/D ЮХА. Р ПС' E— n, B (m, л, т, y E: 
下 述 意义 下 的 Clifford 平行 四 边 形 : mm 一 лт, тюп 一 m, 
且 在 m, m, n, s. 外 的 四 个 角 相 等 。 

Gi) 《唯一 性 ): 设 .C,C',，D，D” ККЕ, Н с/с, 
рур, (C, C0) 一 dD，D), 则 存在 }Є1(5) & f(C) = D 
和 Кс) = р. жай C+YC'，D+AYD’， 则 可 在 Is*(5) 中 
xb f. 


G) 首先 注意 到 C/C ST бї 一 Gi 这 一 点 , 例 
如 可 通过 将 GI 在 附 于 5 和 C+ 的 坐标 下 写成 18.8.1 的 形式 
而 得 证 ,因而 .+/* 大 一 个 等 价 关系 。 同 强 可 知 CZ: 也 是 等 


ETE 


- 图 18.8.4.1. 
fX. 

(i) # C+YC' 或 c/c, 则 根据 定义 18812, Bih 
T C,C E 1) 的 
一 个 子 群 的 两 条 轨 
道 , 就 有 CVC';G3 和 
G; 均 有 一 轨道 通过 
点 mE€3\(C UC), 
这 两 条 轨道 都 Cliff- 
ord 平行 于 C， 因 而 
从 18.8.2.5 即 可 得 所 
mu. С 图 0.8.4.2 

Gi) 正 交 于 D 
的 结论 可 由 4(mo т) 一 (C, €) = 4С, С") 推出 ; 至 于 
夹 角 ,我 们 将 其 体 地 计算 c' 和 C” Яст ДИЛАТ ы, ”同一 
个 垂直 于 DD 且 与 P 在 m 相 切 的 铅 量 了 5。 采用 适当 的 坐标 ， 4 
т = (z, 27), 则 胃 道 C' С" Bi rim (ez, ew) nm 
(ейш, e") 所 定义 ， 因 此 我 们 可 将 这 些 陕 射 关于 * 在 0 处 
的 导数 取 作 s, e, HI um Gz, iz), = G#z, 27). Ы 


Hi- 5t — Gs, 0) BHD P BEET p. TE 
(2132 = (ә|Е) = (іван) = |а| = costa, 


* 55. 


”从 而 
(и| у сова _ = 
Wi a s 77" (89 188225. 
Gv) 可 从 18.8.24 $8 12.7.11 得 出 。 
C) 证 明 的 思想 是 找 出 一 个 大 人 山 CU. SEXE SA о, E 
个 图 形 CUC р 位 于 C: 09082 18.8.22), mi (ui 已 
为 我 们 指明 了 做 法 ; £ e E CODD 在 处 所 夹 的 锐角 ， 4 
“一 812, 作 大 圆 了 ,使 它 在 处 垂直 于 C 和 DD 所 生成 的 2 维 
子 球面 @8. ЖҮ ЕЮ mo E mm = a == 8/2, 再 过 ma 作 
—XH C", 使 C'*^/C (参看 GO»; 根据 这 禅 的 构造 以 及 
《ii G) 和 (ii)， 我 们 有 Ссс, Ссс: 和 рссу. 于 
是 同样 还 有 рси, Н @13711, COD. 是 一 个 点 
EE +. 的 定义 ,存在 8€ GZ. 使 g(m) = om 然而 这 时 有 
SD D, 4007) = D', 上 且 因 为 4C) 是 在 C% 内 所 作 的 会 
т 的 大 加, 故 同 样 也 有 #(С) = CT. 特别 有 z(n) 一 *， 从 
而 та 一 mw ROS seb. 同样 可 得 出 mm = n 。 为 
证 明 四 个 角 是 相等 的 ， 我们 可 利用 上 面 的 8 来 证 明 这 些 角 分 
Blitz m, m DAR. n, п 寻 相 等 ,或 者 也 可 利用 Giiy: 这 些 角 的 
公共 慎 是 20 = 81 
Gi) 首先 ,很 据 8.27 我 们 可 以 假设 C — p; 于 是 可 利 
用 18.8.2.5, 如 果 C' = р’, 证 明 即 已 完成 ,如 若 不 然 , 则 Cii) 
表明 关于 含 C — ринд C'DD' 的 2 维 子 球面 的 对 称 将 
C' 变 换 到 D'。 
1885 附注。 我 们 知道 ,5 一 型 在 18.8.1 的 作用 下 的 商 空间 恒 
Е: РСС) 2 52; 这 一 点 可 见 18.1.3.6, 也 请 参阅 4.3.62, 
我 们 可 将 《iiiy 的 一 部 分 用 另 一 种 说 法 表示 为 : ЖЕ СЯП С' 
Ws C/C Ji, 当 过 C 的 2 维 于 球面 疡 变化 时 ， 已 苔 终 与 С 相交 
ТЕР СВТ 2406, C). 
(vy 完全 对 应 于 欧 氏 平面 中 平行 四 边 形 的 性 质 。 关 于 这 种 类 
似 性 ,可 死 18.11.17 
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18.8.6 С. ЁШ, ЫС o, 子 集 C. 不 仪 在 G; f 
Gc 下 是 稳定 的 , 且 根 据 18.822, 它 在 O*CC) x O*(C2) 下 也 是 
稳定 的 . 我 们 说 C。 在 O(CO) X Idat 下 是 稳定 的 , 这 就 是 说 C. 
是 以 C+ 为 轴 的 旋转 ; АЕ, C, 是 以 C 为 加 的 旋转 。 因 而 C. je 

从 拓扑 的 观点 , Cs = (Q0, 9) € Ct: |а| = cose, || = sino) - 
《参看 188.23), Bim EET $ x Si, 


Co 


Ie 


ij 18.8.6. 


O*(C) x ld. # C, ERU Re 5 ERN, 即 过 C+ 的 2 
维 子 球面 在 C。 上 的 截 线 ! 对 于 dde x +(5+)， 情 况 是 相同 的 ， 
这 两 族 轨道 是 C。 的 经 线 ， 它 们 相交 成 直角 。 在 C。 内 关于 C (或 
€.) f Clifford 平行 圆 也 构成 两 族 曲 线 , 且 由 于 18.8.4 (11), 与 
上 面 的 “ 径 纬 线 ” 相交 成 它们 的 角 平 分 线 、 灾 角 为 定 角 a. 不 过 要 
注意 , С, 的 两 条 同一 类 Clifford 平行 加 是 交错 的 ,然而 两 条 闻 一 
类 的 经 线 是 不 交错 的 。 而 且 Clifford 平行 区 也 根本 不 是 在 旋转 
Е SCR US C, 的 " 纬 线 ”. 

18.87 球面 5。 加 果 我 们 取 定 一 个 a， 鲍 如 "= 2, 又 取 定 一 


С, 那么 可 看 由 ,我 们 可 将 球面 5: 考虑 为 两 个 “实心 ” 环 面 的 并 
集 ,第 一 个 是 号 二 |) c. 第 二 个 是 2 一 \) c, ШЕ 


ёа] а € [x/A,x/2] 
们 的 公共 边界 Cu, Mi EHE. ТЕНИЗ Е, ЖАНЕ 
一 种 很 有 用 的 方法 ; 例如 著名 的 Reeb 千 展 酥 就 是 这 样 得 到 的 : 
[RE] $$ 19,23 页， 


697. 


18.88 ”四 元 数 的 应 用 ，18.8.4 可 部 分 地 利用 四 元 数 来 证 明 ; 与 此 
启 了 时 甚至 可 以 得 出 革 些 更 精细 的 结果 (例如 参 故 (DE2] 第 .205 一 
207 页 )， 但 是 , 在 我 们 看 来 这 种 做 法 比 之 上 面 给 出 的 做 法 是 内 在 
驻 不 足 而 人 为 性 有 余 ， 


189 Clifford 平行 性 在 3 锥 欧 氏 空间 的 
应 用 : Villarceau 圆 , 找 平行 性 


1.91 在 此 我 们 要 兑现 10.12 中 的 许诺 : JA JU E ü BB 
10.12.1, 10.12.2 和 10.12.3 中 所 提出 的 那些 奇特 的 瑰 象 ， 为 此 ， 
我 们 只 需 作 从 5 的 北极 ”出 发 的 5° 到 К 上 的 球 极 射影 С 
38 18.14.10; 同时 取 定 过 n HS— l. 我们 实质 上 利用 了 反 演 
КЕЙ, BUB 108 和 18.1.4.3; 在 R' 的 规范 坐标 (xyy*z) 下 ,如 果 
ЫНС, BÚ fCC\n) ЖЖ #34, РСС) Ж xy ERES ACAD, 
18.9.2 对 2610, =/21, /СС.) ЖА? 普 先 注意 ，18.8.6 x 
Hj С.) 是 通常 意义 下 以 Oz 为 轴 的 旋转 曲面 西 此 只 需 知道 
КС.) 的 一 条 经 线 即 可 。 然而 这 是 Ce 在 18.8.6 意义 下 一 条 经 线 
的 像 ， 在 188.6 中 我 们 已 经 知道 它们 是 3 的 小 圆 , 而 且 (参看 
18.14.3) 经 线 就 是 А? 的 (普通 的 ) И], ARM: КС.) 是 


不 计 相差 一 个 相似 的 条 件 下 ， БУ IDEE RR S кс.) 
而 得 到 . 

18.9.3 现在 18.8.6 表 明 环 面 @ = 1(C。》 包含 四 族 回 : 通常 的 经 
线 和 纬 线 ( 由 此 春 出 为 了 得 知 这 两 族 圆 相 交 于 直角 可 不 需要 
18,8.6)， 以 及 另外 两 族 贺 , 即 C 在 C. 内 的 Clifford 平行 圆 在 f TF 
的 像 ; 后 两 族 圆 就 是 10.12.1 中 的 Villarceau 贺 ， 它 们 根据 18.8.4 
Qv) 而 满足 10.12.2 中 的 相交 或 不 相交 性 质 。 18.8.6 也 表明 它们 
就 是 慑 角 6。 的 环 面 螺 线 《 因 为 反 演 保 持 角度 )。 至 于 10.12.3 末尾 
的 找平 行 性 ,就 是 由 18.8.5 通过 f 导出 的 性 质 ， 

189.4 附注 


nm 


18.941 在 20.5.4 # 20.7 中 ,我 们 将 给 出 这 些 现象 的 代数 证 
阴 ; 而 且 甚 至 还 可 发 现 一些 曲 面 , 它 们 是 类 似 于 环 面 的 连通 的 四 次 
曲面 ,然而 它们 具有 六 族 圆 。 - 

18942 当 = 从 0 到 =/2 变化 时 ,如 同 15.8.7 中 所 指出 的 那 
TÉ. 我们 得 到 S? 的 一 个 相当 好 的 直观 形象 它 可 以 确 煞 地 说 如 
F: 在 每 个 C+ 上 我 们 仅 考虑 第 一 类 平行 图 。 从 c = Co 起 直至 
cm 一 C++， 我 们 可 用 丙 个 两 个 无 公共 点 的 圆 《C 的 第 一 类 平行 
ВОЈА 5°: 如 果 在 R 中 真 观 地 看 ,两 个 实心 环 Z, я 是 沿 它 们 


网 18.9.4.3. 


了 enrose，* 字 窗 中 的 几何 学 >y 
+ 今日 数学 * 共 蔬 。sjringer， 1978. 
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的 Villareeau BENE Ж, ы, R' 的 观点 来 看 从 8 到 в 的 
过 渡 时 ,我 们 可 以 说 经 线 变 成 了 纬 线 ( 指 旋转 曲面 的 纬 线 ， 而 不 是 
Clifford РТ). 当然 ，? 这 种 起 贺 的 分 解 就 是 Hopf 纤维 化 
4.37, 

18.943 注意 ,在 含有 Ок 的 国定 平面 内 ，1(C。) 的 经 线 构 
域 癌 束 ,它们 的 极限 点 是 这 平面 同 АСС) 的 两 个 交点 。 图 13.9.4.2 
表示 一 个 线性 模型 ,其 中 环 罩 是 以 旋转 双 曲 面 代替 的 , 而 Villarc- 
eau 圆 则 变 为 直 母 线 。 

189,44 ”读者 想必 会 猜 到 存在 Clifford 平行 性 的 推广 ， 对 
此 ,建议 参阅 [WO]. 


18.10 5° 的 共 形变 换 群 或 Mobius BE 


18101 作为 身影 二 CILE 在 14.3.3 中 我 们 已 经 看 到 。 
PUR) 中 方程 为 一 - > zoe 的 二 次 超 曲面 BR CC, 
п) ЖЕТЕ 5%: 的 扎 扑 空间 。 稍 加 修改 ,我 们 就 可 在 本 节 中 
利用 14.3.3 的 证 明 中 的 这 种 等 同性 ， 并 在 下 文中 取 定 球面 SUURI 
(В) 的 射影 二 次 超 夫 而 的 像 之 问 的 一 个 双 射 

181011 记号 , 44— -Ms «+ М, UR В 的 二 
次 形式 ;将 EER? NEW š = " D re Re, 5 的 形式 ,从 
而 将 RU 等 局 于 RU R. 特别 有 s) 一 —lzt-c. B 
而 可 定义 P'UCR) 中 方程 为 9 的 二 次 超 曲面 上 的 像 im(u) 8] 5“ 
的 双 射 了 为 : 

181012 Fiim(e) > 58.0, D) = 2, 

і 


18.10.1.3 i18.10.1.4 将 会 表明 ，34 与 = iri таа = 

是 极 好 的 , 它 是 4 的 群 POCn) 的 第 一 个 几何 实现 (参看 147); € 

于 其 他 的 实现 可 网 第 19 和 20 章 。 为 了 在 几何 上 直观 地 了 解 >, 

更 方便 的 做 法 往往 是 通过 映射 к-к (2,1), I8 5* 55 R'" 中 趣 
HIE 


Фи ЕЕ ДИНИН Hom (Са, cm 1) 等 同 起 来 ; 这 时 ,表示 
Ве 中 的 点 或 直线 ,它们 属于 9 ВЕ, ЕД H ОЙ КП 
5.0 已 有 所 了 解 ,在 19.2 还 将 碰 到 )， 


E 1816.1. 


181014 ESL. Ro 的 整体 保持 S: 的 反 演 或 R t 的 超 
平面 向 是 对 称 在 8" 上 的 限制 都 称 为 S 的 反 演 ，5 的 Mobius 群 
是 2 的 双 射 所 成 群 中 由 反 演 生成 的 子 群 , 记 为 Мз), 

1810.15 “命题 。 MEb(a) 一 fotjlimco))oz-4fepo(a)}， 
这 就 是 说 , 经 由 X, 5* 的 Mibius 群 正好 是 群 POCa) 在 im(e) 
інв. 

根据 137.12, 我 们 只 需 证 明 : 若 í € PO(e) ЖЕ НАЕ 
平面 对 称 ， 则 Ze(flim(o))e2^ 是 3 的 一 个 反 演 。 然 而 这 怡 好 
就 是 14.74 所 说 的 ,次 为 S° BDE а 的 特征 就 是 直线 G6) 38 


e 


x Ri" 的 一 个 固定 点 或 平行 于 一 个 固 宏 方向 。 

1830.18 ik. т ішо) 上 的 限制 定义 了 一 个 职 射 POCO 
маа), 它 是 群 同 构 ;实际 上 ,在 Кё а АЕ НН ПАВ 
DEMONS ETIAM A 

根据 8.2.12, 群 Mib(d) £ IsG57).. 

18102 МгЬ(4) 和 球 极 射影 

1840.21. iEn E 84 的 北极 8g:S4 R^ 是 球 极 射影 ; 再 
设 了 是 94 EI EIE v 一 fl(n) 是 2 在 f 下 的 像 , 则 ; ШЖ 
s 一 #， 那 么 映射 gofog^ (事实 上 其 中 f 是 限制 在 $^w 上 的 ) 
是 R° 的 组 平面 对 称 ;如 果 = se a, ВАСЕ ке Гов 《事实 上 其 
中 了 是 限制 在 S^) 上 的 ) 是 民 * 中 以 go 为 极点 的 反 演 . 
我 们 将 这 一 证 明 留 给 读者 ,这 是 熟悉 反 演 的 一 个 很 好 方法 、 


Ej 18.00.2. 


PE 


(0. 181022 diio. ЭРЕНДЕЙ 2 e Sim( RO, Сн) е 
Tn Se Ef = 87 вор 所 定义 的 映射 fc 3 一 8 是 属于 M5b(d) 
的 ,实际 上 ,前 面 已 指明 , EN ЕАН ЗЕЕ ЯК, H| солон 
在 送 当地 延 拓 到 糙 个 3 上 后 ,是 局 于 Mob(a) 的 ;然而 根据 9.3.3， 
9.5.2 和 10.8.1.2, 这 些 关 生成 SimCR*)， 在 此 我 们 假设 了 适当 的 
延 拓 的 存在 福 ; 最 简单 的 做 法 就 是 车 R'CEMÜT TOU АР 
通过 zg(n) 一 oo 将 # 延 拓 成 8, 等 等 ; WEE 20.6135 
分 地 讨论 这 全 问题 

18.40.2.3” 例 。 我 们 特别 可 在 Mab(d) 中 求 得 与 R° 的 向 量 
位 似 相伴 的 映射 访 一 gefoie8i 若 i21, h 以 北航 作为 引 ， 
力 点 ;南极 作为 斥 力 点 ,也 就 是 说 合成 映射 FCR € N) 使 se 的 
所 有 点 向 北极 = "AC, FUE BHR + 免 爱 北极 的 引力 。 

1846.24 其 它 的 例 : ”一 2 的 情形 。 在 这 种 情形 下 ， 群 
Mab (2) 恰好 是 由 这 样 的 映射 全 体 所 生成 , 它们 经 由 4.3.8 和 
18.1.4.5 的 等 则 关系 可 写成 下 列 形式 之 一 ; 


ox 十 名 „вй + b 
m 一 一 一 LE» ad — bc se 0); 
* ажа ®* КЕРА y: 


1810.3. Xn. 1095.5 ,我 们 已 经 过 到 过 欧 民 空间 开 集 的 
共 形 映射 的 概念 ;对 下 面 的 更 一 般 的 定义 ,我 们 将 随意 地 使 用 微分 
几何 的 术语 ,对 这 些 术语 , Эш 298 [B-G] 第 2 章 。 然 而 对 球 
面 的 情形 ， 在 18.1122 中 将 给 出 一 种 更 初等 的 叙述 ， 这 是 我 们 将 
使 用 的 仅 有 的 情形 。 

181031 ЖХ. XE, F 是 两 个 欧 氏 仿 射 空间 , E. MCE, 
МСЕ B E, F 的 同 维 C: 类 微分 子 流 形 , С! ЖЕН FIM —> N Е 
为 共 形 的 。 如 果 对 尾 何 z€ М, SUR] T.MC E, ТҮСЕ 
HES E, Р 所 诱导 的 欧 氏 结构 有 时， 站 (x) : T.M 一 TN 是 它们 
之 闻 的 相似 对 应 ， 共 形 映射 的 集合 记 为 Conf (M; №): 我 们 也 记 
Conf (M) 一 Conf (М; М). 另外 ,加 果 M 各 必 还 是 定向 的 , 则 把 
Conf CM; N) 中 使 PG) 保持 定 网 VreM 的 f 构成 的 子 集 

6377 


1836 Conf+ (M; А). 

181032 Bj, ПАРВОНА EE Ж ЖОЙ, 特别 是 ， 
Conf (M) 和 Сош* (MM). 关 于 合成 运算 成 群 。 

Mercator 射影 是 共 形 的 , 参 罗 18.1.8.2。 

在 一 个 微分 子 流 形 上 ， 反 演 的 限制 或 反 演 的 合成 都 是 共 形 映 
射 。 例如 球 航 射 影 是 共 形 的 ; 球面 的 反 演 也 是 共 形 的 (ж 
18.10.1.4), 

181033 注 ， 想 像 力 丰 富 的 读者 会 注意 到 ， 只 要 MANI 
SOS IRE RC БИЙ ,我 们 就 能 定义 共 形 映射 f: M — N BERE: 
Tii EUH ЛАСА НИ 39 ИОК НИЕ. ЭСЕ ИСТЕ > a kE 
映射 的 一 般 定 理 ,可 见 18.10.9, 

18104 定理 ， 对 所 有 dz2 有 МӘЬ (2) = Conf($). 4 
Mibt (4) 一 Conf+ (39). 对 5" 的 任意 一 个 小 球面 c 和 УРЕ 
МвЫ(4), Ка) 必 是 下 的 小 球面 ; 反之 , 其 有 这 一 性 质 的 8 的 一 
个 双 射 必定 属于 Mib (4). 任 一 1 EM5b (0) 都 是 94 的 至 多 


db 2 个 反 帝 的 乘积 ， 群 Mob(4) 自然 同 构 于 方程 为 一 5 ан 


xa ВОС ИВ POCe); ЖЫ, ев ахах 


ЗЕЕ ЕРЕ, ИПОН ЕТА: Mob Ct) e: GPC1, М), 
Mib (2) = GP(1; C); 最 后 那个 群 也 是 黎 曼 球面 的 自 司 构 群 . 

根据 10.8.52 和 18.10.3.2， 有 Müb (d)CConf (573; ЖЕЙН 
根 逆 的 包含 关系 , 我 们 可 以 假设 f Cont (37). 保持 北极 * 不 动 ， 
这 是 由 于 Mib (4d)CConf (5*) 和 M6b(d) 在 5" E sTERSAR E. 
# Кн) 一 *， 利 用 北极 出 发 的 球 极 射影 &， 并 考 碟 到 & 和 {是 共 
ЖЕЛСЕ Ж 18.10.32)， 我 们 可 得 出 

gofeg"t € Сопу; 

按照 Liouville 定理 9.5.4.6, 这 就 是 го{ор Є Sim(R2), 因而 根 
据 19.1022 5 f € M5b(4d)《 污 者 会 注意 到 ， 在 此 我 们 水 认 丁 
一 个 很 微妙 的 结论 ， РАЗ), Шеба СЖ, 参看 


TD 


— ^ ves Wat von "D ON om s 


Ке) 是 小 球面 ,这 一 点 可 从 反 演 的 性 质 得 出 ,参看 10.8.2; 为 
证 其 着， 在 此 我 们 也 可 假设 1(n) 一 n. ТУВ 2 F R“ BJ 
直线 对 应 于 过 * 的 小 殴 , 因 而 gefog! 将 R^ 的 直线 变 成 直线 ; N 
此 史 需 应 用 仿 射 几何 基本 定理 2.6.5 BRI (А. ES 9.5.3.4 相 比 较 )， 

定理 的 余下 部 分 可 从 18.10.1.5 和 03.7.12 以 及 16.3.9 得 出 ， 


18.105 过，Mib (d) 一 Cont (57) ж 156$) 的 维 数 之 差 等 于 
аъ 2) аа +1) оф. 
2 2 


我 们 可 以 说 ,这 个 差 对 应 于 连带 于 а Є R* 的 18.10.2.3 中 的 f, ЯП 
5” 上 的 若干 点 Cd 对 应 这 些 点 ,上 对 应 ;)， 这 些 点 在 DOS) 下 是 
生成 Mab (а) №, 

Xd = 114 — 2, Mob (4) 的 维 数 分 别 为 3 和 6; 这 与 下 面 
得 出 的 结果 是 一 致 的 。 
1810.6 Ф. P: Mob(1) 和 Mib(2) 分 别 在 $$ 和 SO 的 不 同 
点 所 构成 的 三 元 组 集合 上 单纯 可 迁 。 对 任何 了 关 2, SE Mib (4) 
在 5: 的 不同 点 所 构成 的 三 元 组 集合 上 可 迁 ， 

4-4 4]d 一 2 的 情形 ， 可 从 4.5.10 经 由 16.3.9 得 出 。 如 果 
d > 3, 我 们 内需 注意 到 三 个 点 生成 一 个 2 ЖЕРШ, 而 Mb (a) 
包含 h*(5)), 根据 8.27 它 就 在 2 维 子 球面 上 可 证 。 
18.10.7 Mábius 不 变量 。 将 上 面 的 命题 与 6.1 比较 后 ， 我 们 就 
可 进一步 已 考 这 样 的 问题 ; 比如 在 4 > 3 时 ,是 否 能 将 18.10.6 的 
结论 改进 为 四 个 点 ?如果 不 能 ， 是 否 能 找到 一 个 必然 的 、 可 能 还 
是 作为 特征 量 的 不 变量 ? 答案 是 容易 得 到 的 ; 对 不 同 的 a,b, c, 
de, Ф 

da 


18.10.8 p(a, b, c, d) = 3 VE 


其 中 所 用 的 是 R'" 中 的 欧 氏 距离 , 则 # 是 Mib(a) 下 的 不 变 景 ， 
也 就 是 说 ， 对 所 有 不 同 的 sa， 2, c, d € S° 和 Pé Mšb (a), 总 有 
Af Ca), 10%), 16), fd)) — иба, b, с, ;我 们 称 产 为 Mibius 
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"жей. WE 18.10.15， 只 需 对 55 的 任 一 反 党 证 明 e m s" 
对 称 的 情形 是 显然 的 ， 而 对 反 福 的 情形 可 利用 10.8.53 iE ELE 
计算 而 得 出 、 
人 与 交 比 祖 反 ， 如 图 
° 18.10.8 所 永 ，# 不 是 特征 
量 , 也 可 参看 19.610, 
И ^ 18109 it, xk RU — 
个 严格 地 比 它 的 等 虑 变换 
群 葛 大 的 共 形 变换 群 ; 这 
& T SO а Wa 
E 18.10.8. soo. “ 形 来 说 ， 原 本 似乎 并 不 太 
使 人 感到 意外 。 然 而 ,新 
近 才 证 明 的 结果 表明 ， 球 面 是 所 有 紧 致 黎 曼 访 形 中 唯一 具有 这 种 
ЖИ: 见 [LF2) 或 [OA]， 也 可 看 19.8.6, 
近来 ， Mahius 群 在 好 多 蔗 究 中 已 经 超 闭 基 本 的 作用 ， 其 让 
有 : 关于 某 些 负 常 曲率 空间 的 Mogtew 刚性 定理 《 见 [MW 4 和 
IMW2D, ЖТР S 上 Laplace: 算 子 的 最 小 特征 值 的 
Hersch 定理 ( 见 [H5]， 也 可 见 DE-5] 第 130 一 131 R), 


18.11 练习 


18111 1811 下 面 的 球 径 计 项 部 杠杆 系统 有 什么 作弄 ? 
18.11.2 证 明 : PARRA ESE, 则 它 必 定 是 等 
fef. ' 
18113 ——" А | 
18114 ТЗ LEGE TANE. ЗНЕШ 1, ҮТ 
足 (1) 通 过 三 个 点 ,C2) 通 过 两 个 点 且 切 于 一 已 知 小 贺 ，(3) 道 过 一 
点 且 切 于 两 个 已 知 小 圆 ;(47 切 于 三 个 已 知 小 圆 。 

18115 在 上 讨论 三 角形 的 下 询 袜 念 ， 委 直 平分 线 、 高 线 , 中 
钱 和 角 平 分 线 , 并 讨论 它们 的 共 点 性 。 
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1841.0 ТЕШЕР 9.2.2, 
1841.7. ее Ск) DEB 97.6 变 成 什么 ， 
18118 ”讨论 球面 三 角形 全 等 的 “不 定 ” 情 形 ， 例 如 两 个 三 角形 有 
两 条 边 和 一 对 第 相等 的 情形 ， 
18.11.9 ”对 任意 半径 卫 的 球面 , 求 出 18.6.13 中 的 各 公式 ， Зл 
85 R 383848 КЊ, ДЕК ШИЯ, T 
181110 Lexell 定理 。 给 定 两 点 z, уеб, О 4 — cz, 
y, 2) 的 角 o, B, Y 满足 十 8 一 7 一 常数 的 点 z€ S 的 集合 
《 容 有 已 知 角 的 弧 在 外 上 的 推广 ,参看 10.9,4); Jic 4 
共有 不 变 面积 的 = 的 集合 。 其 推广 可 见 [DXJ 第 227 W. 
183141 分别 对 下 列 球面 三 角形 给 出 一 个 完整 的 公式 表 : 直角 
三 第 形 , 等 且 三 角形 ,等 边 三 角形 和 直 边 三 角形 。 
181112. 讨论 池上 的 有 三 个 直角 的 四 边 形 ; жака? LE 
ЖЕРИ AC JELAB RO IS PN] BEIC, 
181113 球面 上 的 三 角形 不 等 式 ， 利 用 三 点 的 "Gram 行列 式 证 
明 这 不 等 式 (参看 8.115), 
1&1114 S: E d--2^- ZZ ЕЭБ. UB: (а) ен 
Ж 5° 889 d + 2 А, ШЗ 4о соз (x) — 0, 
182115 РЗА. 设 4& ОСЕК?) 是 非 退 化 的 ,C 一 9 (0) 
是 相应 的 迷 向 锥 面 ， 并 假设 是 非 空 的 ， 证 明 存 在 两 个 或 一 个 彼此 
平行 的 仿 射 平面 系列 ,它们 都 交 < 于 加， 
证 明 存 在 非 退 化 的 4* € Q(R'), 使 对 任何 жє Сео 《其 中 

C* = (4*) 0))，x! 成 为 c 的 志平 面 ， 我 们 称 C* R coge 
[AN 

”假设 c 含有 两 列 不 同 的 图 截 口 《参看 15.7.14) , 证 明 C* 也 必 
定 如 此 。 设 D.,D' ВРЕТ С* ЕГЕ, = 
€ D(sS-—if, el, D'Ó5— (PF, 6). WH COS 满足 : 

CNs— [m e S: т} + mf ~ B3), 


或 
СП5= (m € 5; mj -- mp ik). 


nr m 


到 之 , 设 F, Y 是 8 的 两 个 不 同 的 点 ，ee Ru, 证 明 对 适当 的 
а, [m € S. mf + mf — ay ЖЮ COS 的 . 我 们 称 COS 是 
SHEER REA. г fa CUI 
及 8,8) 称 为 焦点 有 关 
球面 画 锥 曲线 的 其 他 结 
ж, Эр, (DX) 第 230 一 
231 页 。 
18.11.16 Cardan 联 轴 
С АА), ва. 
在 两 轴 夹 成 前 的 Cardan 
图 168.11.19， — 联 畏 节 中 ， 算 出 最 差 的 角 
ЖЕ; ЖЩ, # S 上 
交 骨 为 68 的 两 个 大 贺 C, D 上 考 虞 这 样 的 动 点 тб, лї): 
яш) = x/2, 分别 对 8 一 13, x/4, xz16， 算 出 这 最 差 的 角 速 
Bb. 证 明 ; 如 果 两 很 轴 4, 4 通过 Cardan 联 轴 节 与 一 中 间 
Зв, 使 得 А,В, 4 dERI— Pu. BOBAYRUS ATO AC 
所 夹 的 角 相 等 (等 速 万 向 节 ), 则 4 和 4 具有 相同 的 角速度 ， 


图 18.11,J6.1. 
181117 平坦 环 面 和 CHfford 平行 加 ， 设 4 是 R: 的 一 个 网 格 


GEB 9.1429), 6, — ВУЛ ЖН 关于 子 群 4 的 商 空间 ， 即 关于 
等 价 关系 т ~ 2 二 > m 一 4 4 的 商 空间 。 对 规范 投影 p: R'- Ө, 


‚68+ 


图 18.11.16.2, 


X н, 060,,% ¿(u v) == ри), p Q0) = int (a (z, у). 
po) = u, рбу) 一 v). 证明 4 是 @4 上 的 一 个 度量 而 县 定 义 了 与 
商 拓扑 相间 的 拓扑 ，8。 则 局 部 等 具 于 Rr。 根据 4 的 性 质 参看 
9.14.29), 讨论 @ 中 的 最 短路 线 ， 我 们 称 84 НУН, 

证 明 对 a Є 10,2/2L, Е З 所 诱导 的 度量 的 18.8.6 的 C. а6 
ЕРНИ; 我 们 将 按 “的 不 同 数 值 ， 具 体 作出 网 A, 使 得 С, 
59,885. 

18.11.18 4g S'.-4- XBI C， 记 了 为 C 的 第 一 类 平行 区 的 集 
合 ; 对 C.C"ex, 4 

eC, C7) = 24(C', С”). 
证 明 8 使 3 成 为 一 个 等 虐 于 SU ОЁ ЕЕ (Ф 4.3.6.2), 
18.1119 Dmpin 由 次 贺 纹 曲面 。 设 z, >, у” 是 Еф 
闸 ; 证 朋 对 这 些 球面 的 适当 位 置 ,与 这 三 球 画 要 切 的 球面 的 集合 包 
Sei MESES BECOCB ABCOR FOBSELOUN ID, (B ECTEIE XAR $a 


"í$. 


ЗВУКА) Cardan В 


主动 轴 上 的 
ех, 


p 
x w j= 被 动 开 梢 轴 上 ` 
Q d PII 

a 


我 们 会 再 次 遇 到 它们 。 
1&.1.29 证 明 任 一 与 东 面 切 于 两 点 的 球面 与 这 坏 面 交 于 两 个 


Villarceau BJ, 
TP 
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偏 甘 后 C2 的 位 置 


ВЫ 18,11.15.4. 


181.21 在 外 中 不 同 点 构成 的 三 元 组 集合 中 ,和 群 Meb(S ESL 


道 是 什么 ? 


л» 


181122 jk S= ss, f:5— $ E СОКЕН, S 2 В 从 北极 » 
和 南极 o АЕ Л ИНЕ p Я Ф. ПЕВА Р 是 共 形 映射 的 
充 要 条 件 是 下 面 定义 的 四 个 映射 在 9.5.4.2 的 意义 下 是 共 形 的 ; 
qofog^t, qofop?, gofodi^, dofoq t, 
181123 对 球面 , 按照 
9.8.1 中 提出 的 问题 对 
9.8.5 进行 讨论 。 
18.11.24 对 图 18.1.2 中 
的 Cosinus 球 径 计 作出 评 
ie. 
图 18.11.25. 18.11.25 在 图 18.11.25 的 
球面 四 边 形 中 ， 把 角 4 和 
边 5 表 成 4 的 消 数 ;对 图 18.11.26 考虑 同样 的 问题 . 
1811.26 证明 其 像 合 于 5" 中 的 Rr 的 任 一 曲线 , 它 


在 В" 


Ri 18.11.28. E 16.11.27,1. 
Eze 
Uu jm 
| 
一 M 
— 一 地 
— LÀ СУ 21 


с I Li 
180° —18-120 — 9° —&y 一 和 0 30 60- 907 130" 1907 ww 


18.11.27.2. 


972. 


“ 殉 氏 度量 下 的 长 魔 ,等 于 在 S= DARE BP METRO ЕНЕ. 
18.11.27 ”证明 球面 沿 正 交 于 南北 极 轴 线 的 直线 向 外 切 于 赤道 的 
ТРЕВА В, ЖЕТКЕНИН СЕ 18.11.27.1 和 18.11.27.2) 
(这 个 射影 有 了 时 被 误 称 为 Lambert 射影 )。 
1&11.28 证 明 18.1.8.4 中 的 公式 。 
1811.29 确定 18.1.8.5 中 的 函数 名， 
1&1i.30， 证 明 在 “Hopf 纤维 化 ”映射 4.3.6.3 中 ， 下 的 任 一 大 贺 
评 射 到 他 的 一 个 (大 或 小 ) 况 上 。 
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我 们 对 这 两 种 几何 的 兴趣 首先 是 从 历史 角度 引起 的 。 ТД 
作为 欧 见 里 得 公设 的 反例 提出 的 ， 约 而 同时 又 是 内 容 家 为 丰富 的 
几何 学 ,具有 如 我 们 所 希望 的 那样 多 的 对 称 性 和 完美 的 直线 。 ë 
前 一 种 几何 中 ,从 一 点 出 发 不 能 作 一 条 直线 的 平行 绕 , 在 后 一 种 几 
何 中 则 有 无 穿 多 条 这 样 的 平行 线 。 在 前 一 种 几何 中 ， 三 角形 的 内 
ffe XT z; 5 # 5 TELA EA edo E dT s. 

连同 酌 几 里 得 几何 在 内 :我们 就 有 了 三 个 几何 体系 ?它们 之 间 
有 茶 种 统一 性 ， 并 且 具 有 互 为 补充 的 性 质 。 双 曲 几 何 的 另 一 个 引 
人 注目 之 处 ?在 隆 它 是 很 多 重要 的 数学 成 果 的 基础 其 中 刀 括 一 此 
最 新 的 成 果 。 有 关 和 参考 文献 见 1973, 关于 非 欧 几何 的 历 灾 ， 见 
[CR3] € 1 +. 

‚#191 ЕНЩ ЯЛ ЖАПАА, ЖЕЛ, 
是 很 容易 的 。 但 对 寸 九 世纪 的 几何 学 家 来 说 ,情况 就 并 非 如 此 了 ， 
运 起 正 说 研 了 何以 糖 图 几何 要 比 双 易 几 何 晓 发 现 达 五 二 年 之 入 。 
Clifford 平行 在 这 种 妃 何 中 银 容易 表达 。 : 

K $J C ESWAR Tilia bu r. kf Ui. E ñ 
Фа Е, Eñ ЖОЕ ВРА RAWIS КА & Poincaré 半 平 面 
上 给 出 一 种 初等 的 前 述 , 如 19.7 所 示 , 但 是 , {АҢ T W ik PES 
读者 ,首先 在 进行 菏 些 计算 ,诸如 计算 一 个 三 角形 的 边 长 或 角度 区 
及 它 的 面积 时 ,就 会 感到 款 手 。 况 且 ， 这 样 的 闲 述 掩 益 了 现时 几何 
与 球面 共 形 群 之 间 的 本 质 联 系 。 因 此 我 们 另外 给 出 一 种 六 述 ， 志 
ЕЛ, Ж аф Е ал ТЛ Ж Ika ББ, ЄС 
使 读者 足以 解决 双 曲 几何 及 其 计算 中 的 绝 大 部 分 问题 。 

这 样 的 阐述 是 以 对 三 个 基本 模型 的 了 解 作为 基础 的 ; 一 个 是 
ЭЖ ЖЕЕ ‚ге э] эйр л ЕТА, 5 8 8 ks ph R AS 
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хни, ZA t BAAS а 和 共 形 模型 名。 在 讨论 
音 种 不 同 问题 时 ,这 三 种 模型 都 将 如 以 引用 。 

在 金 书 将 近 结 来 之 际 、 我 们 未 步 地 让 读者 有 更 多 的 机 会 来 性 
霜 自 己 的 成 束 。 此 外 ,当然 我 们 也 利用 了 第 13 章 中 的 结果 ， 但 应 
用 这 些 结果 时 ， 问 或 也 在 有 此 必要 时 用 更 向 单 的 方法 重新 说 明 它 
ДАЈ — fh 3t. za 45 L ST ШЕМА, 


第 一部分 W H L I | 


19.1. ЖИЛЕ 


de xh, AUR ¿+ 工 维 欧 氏 向 量 空间 ; Po РСЕ) 
表示 连带 的 射影 空间 ,p: ЕХО — P 表示 规范 射影 ,8 — S (F) X 
ЖЕҢИ ПШ. ЖЇР ЕБ ЕПН ЕНЕ А Ска» 
有 了 时 也 把 局 者 记 为 Ф(Е), D,D'eE ЙОЗЕ (e [0,=/2)) іа 
为 DD"( 参 看 8.6.3)。 方程 为 1" 妈 二 次 超 曲 而 的 射影 变换 群 记 
为 POCE) (Ж 14.7). ' 


1911 定义 

19111 ФЕ. К%®ЮЖАЛАЕР БЕТ ЛЕЧЕ 25 fa] 4 
Жур АХА CERDO ЕАР ЛИЕ. ЗИП] Р REDDE 
带 拓扑 , 它 与 4.3.1 ЕР. 

我 们 利用 4.3.3.2: р 在 S 上 的 限制 p:5 一 了 是 注射, 我 们 要 将 
SR z, y ВОВЕ xy CERE 18.4) TE] P TREE E pO) рСу) 相 比较 。 
E mne P, Б p (m), p GC S, 则 

191122 [ms — 4pm), р (пуу = int xy, Суу} 

Ух, y 使 р(х) — m, рСу) = n. 

这 是 8.6.3 (ОЙК ADOS (z|y) 22 0, 或 者 (一 +1y) 2 0. 
出 此 可 如 下 地 得 出 命题 ， 设 任 取 m, n, s€ P, zfË р(х) = m: 
我 们 可 求 得 y€p (n) 和 z€ рт) fE zy — ma SQ zz = mi. 

. 15+ 


根据 18.4.2: yz < yz + z, M 
а = ауа, С УТРУ < yz = m + ne, 

1933 Ж, 设 r€ $, т ра), B;(z, nf = (y€ $: 
zy<=f4), Вот, а[4) = (n€ Р ma a[4), ДР fE Bs (z, 
mf4) 上 的 限制 是 从 B;(z,=/4) Ж B,(m,af4) 上 的 一 个 等 距 
ERAS, 一旦 r> x/4, 这 一 结果 对 Bs(x, r) 就 不 成 立 ， 


图 19.1.1.2， Bg 19.1.1.4, 


1934143 《 续 ) 附 注 ， 所 有 维 数 相同 的 梢 辑 空 间 是 等 中 的 〈 参 
Ж 8.1.6) ; 它们 的 公共 直径 为 x/2. 

在 4.3.9 中 ,我 们 曾经 说 明 做 出 РСЕ) КО RS ERO RE ; 读 
者 若 想 获得 一 个 直观 的 印象 ,可 考虑 19.1.2.1. 

19.1.1.4” 切 向 量 , 切 纤维 . 设 日 是 使 z€ 5 yeatcE 的 
UB (z, у) 的 集合 , 弦 是 等 价 关系 

(азн) — (Z, HN) 如果 x 一 Ex ，w 一 gw, 其 中 8 一 1. 
我 们 称 商 集 ӨГ 25 P 的 切 纤 维 ,并 记 为 TP，P 在 me P 处 的 
切 空 间 是 efc 中 与 满足 p(x) = m 的 (x, у) 连带 的 于 集 ， 记 
Т.Р, 2 Ids B USESR. ЖВНЕ P,T.P А 


AERA 8.6.3 poros к T. P Кн 
Bl —3 85,638 426, 

19115 直线, 射线 ， 无 需 定义 了 中 的 直线 或 子 空间 ;它们 
就 是 把 P 看 作 射 影 空间 时 的 直线 臣子 空间 (参看 4.6), 设 me P, 


.36- 


«€T,P, lll 一 1, 我们 称 P ВІР _ 

(p(coss z F sins + wire [0, 2/21) 
dd А m. 车 向 量 为 # 的 射线 。 射线 的 终点 就 是 4. 一 РО); E. 
之 , 设 m, n€ P 是 两 个 给 定 的 点 ， 若 mn 一 </2， 则 存在 唯一 的 
一 条 超 点 为 到 且 包 含 = 的 躺 线 ;车 тп 一 z12, 则 答 好 存在 酚 条 身 


线 ,它们 的 切 向 量 方 向 相反 ， 
и е 


х 


e 


19,1,1,5, 


19116 Ж. Е-Е OB XI TR 
个 不 同 的 点 ; 若 d = 2 (椭圆 平面 ) ,两 条 不 同 的 直线 有 且 仪 有 一 个 
公共 点 5 然而 对 球面 则 不 然 、 这 就 是 我 们 要 将 P 作为 8 的 商 空间 
引信 的 绿 故 ， 因 此 ， 从 来 不 可 能 有 集合 论 意义 下 的 平行 线 (参看 
2.4.9.5 和 19.3.2), 另外 ， 李 圆 空间 满足 欧 几 里 德 体 系 中 欧 儿 里 德 
公设 之 前 的 所 有 欧 氏 几何 的 性 质 ; 椭 贺 儿 何 之 所 以 令 人 感 兴趣 , 原 
因 之 一 就 在 于 它 基 对 欧 儿 里 德 公设 的 历史 探索 中 的 一 个 反例 ， 见 
1.67, 19.1.1.4 表明 P 了 自然 地 是 一 个 牧 坚 流 形 ， 

19117 规范 测度 ， 因 为 对 所 有 mE 了 有 Фр От) —=—2, @& 
我 们 可 通过 下 式 求 定义 了 的 规范 测度 v: 


qe 


y 
v 
C 


E 


EE 


bb eJ 5 的 规范 测度 《参看 18.3.7)， 例 如 ，P 的 体积 就 是 5 的 
体积 之 半 ， 即 «ED 


1912 度量 性 质 

19.1.2.1 严格 三 角形 不 等 式 ,最 短 道 路 、I9.1.4.! 中 的 证 明 表 
Bi ns — am + mi B Bm ED, = 为 起 点 、* 为 终点 的 一 条 
射线 上 (反之 浆 然 )( 参 看 19.1.1.5)。 由 此 得 而, 设 w 和 4# 是 在 P 申 
给 定 的 点 ， 则 车 ma < a/2, 存 在 由 起 点 为 必 芍 射线 所 提供 的 从 
二 到 刀 的 唯一 的 一 条 最 短 道路 。 闭 ms 一 a/2， 存 在 两 条 从 以 到 
п 的 最 短 道路 ,它们 是 起 点 为 m. 终点 为 # 的 两 条 冉 线 ， 

19.1.2.2 ”等 距 变 换 群 ， 由 己 上 度量 的 定义 可 知 , 它 的 等 距 变 
dag IKP) 包含 POCE) (参见 14.7)。 我 们 来 证 明明 者 是 相等 
的 ; Wt E e1s(P), 可 假设 存在 二 使 fm) 一 wm, 这 是 因为 POCE)CC 
18Р) 在 ?上 是 可 迁 的 ， 取 定 x 使 它 满足 plx) = m, 根据 
19.1.3, fe ls(P) аду РД e OCE), 按 9.8.2 
可 在 вх, x/4) ES SEE 38. ЕВА 7 HER 
下 上 (不 仅 在 Bim,a/9 EU SI: 因为 

POCEJCIsCP)， 

因而 我 们 可 假设 Г = 18, 于 是 只 需 证 上 明 : 若 felsCB) E B, 
Gn, 2/4) 上 的 垣 等 变换 , 则 它 必 是 Р БАЛАЧА, Ш n€ P. D 
Ыт п 的 最 短 道路 ; 则 f(D) 也 是 从 六 到 f(s) 的 最 短 道 路 ， 
因而 就 是 射线 ,由 此 可 推 得 f(D) 一 D. 因为 D B (m, af4) 一 
КОС Bplm, a| 4), 

等 虐 变 换 群 在 P 上 是 两 点 可 迁 的 ,这 一 点 可 从 18.5.5 得 出 ;对 
此 可 参看 3.1.7， 

19125 ЖЕТЖ, 1 m, n€ P, m = o; 与 欧 氏 空间 和 
了 双 曲 空间 的 情形 相反 (参见 "7.5 和 19.4.2), 这 两 点 的 王志平 今 集 


[se Pim = ns) 


"78. 


B, (m. ЈА) 


E 3.1.2.3, 


不 是 一 个 超 平面 。 事 实 上 ， 对 满足 рш) = m, pO =» ЕШ 
жэ y, 根据 19.1.1.2 有 : 

M = (:€ P: ms = т} = p([z € S: zx = zy Eš #(—x) = ту}). 
特别 地 ,MM 是 的 两 个 正 交 超 平面 М', МКК: МПМ" 
ИНДЕ (e€ Р; sm = :mo— 212). 

例如 ,在 4 = 2 КЕСЕ „Ж ЕЕ HR BHN ТЕЗЕ ДЕН 
垂直 的 直线 记 组 成 的 。 

191.24 对称 变 换 。 我 们 可 在 P 中 定义 关于 子 空间 ,特别 是 
关于 超 平面 的 对 称 变换 ,后 者 生成 LCP), 08 82:12, 

191.25 ВИ. 如 同 在 9.7.2 3097.4 中 对 爽 氏 空间 以 及 在 
18.47 中 对 球面 的 讨论 那样 ， 我 们 可 以 找 出 P th 4 + 2 а 
HOPE SR HO X , DL ҢЫЗ [ЧН — HARE БЕ ПЕ; B, [BLI 第 
IX, X, XI 章 , 同 样 可 见 [B-K] 第 117 页 和 [PV2], 

1913 ЖЕРЕ: =. 为 讨论 疡 的 三 角形 ,我 们 可 假设 4 一 2， 
这 是 由 于 了 的 三 个 点 生成 一 个 粮 陪 平面。 因此 在 这 一 小 节 中 我 们 
假设 了 一 2。 

19.1.3.1 车 PP 中 射影 无 关 的 三 点 m, n, 《参看 4.6.6) 使 

ma <=|2, m < a[2, m 近 x/2， 则 称 这 三 点 的 集合 为 了 的 对 
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BU imd. 根据 19.1.1.5， 这 三 角形 具有 完全 确定 的 
边 , 它 们 是 三 条 射线 , 记 这 些 边 为 M,N,S$， 在 2 处 (分 别 还 有 n. 
处 ?确定 以 m 为 起 点 的 唯一 射线 入 和 s 的 那 两 个 单位 向 量 的 夹 角 
称 为 +myz ste m ЖЕТ; ВИЕ 2 的 边 长 为 a,b,c BD 4 = n, 
b — mc тп, i fE т.п, х Ж} ИШ а, б, r, 

19.132 ”必须 注意 ,给 定 了 的 三 角形 IB, MUR 22E 5 的 
《球面 ) 三 角形 使 它 具 有 与 8 相等 的 角 和 和 边 长 。 对 这 一 现象 有 各 
种 解释 ,首先 看 下 面 的 例 : dE 8€ 12/3, x/2L, 根据 18.6.10, 存在 
一 个 边 长 为 x/3, 2/2, 8 的 球面 三 角形 《x，ys х) 和 一 个 边 长 为 
n[3, n[3,n 一 日 的 球面 三 角形 《x ，y z; P 的 两 个 三 角形 (m— 
pin), nm pO). £ — р(ш)}› Im — p(2”), n' ру), sop] 
的 边 长 分 别 根 等 , 即 为 2/3, 2/3, 0, SUR Со, 8,8) SER Gy») 
НОЯН, (w, В, P) 表示 Gy ry 的 角 , 则 我 们 可 看 出 fmy n, š) 
的 角 是 (a. 8. 8). 而 Umm Y КОНЮ (аза 8,2 — 0). 
因而 看 出 , 球面 三 角形 爹 等 的 情形 (н) 在 中 是 不 成 立 的 《参看 
18.6.13.105, 


x x 3 
= ч 
у, <. 
M 
F r 
n 


x 
f p. 


rg II 型 Hn 型 
图 149.1.3,2 


19133 FEE, 设 已 给 定 P 的 三 角形 £ = [m, n, s), 我 
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们 要 作 S .上 的 一 个 三 角形 ,使 疡 刚好 被 射影 到 用 上 ; 取 定 x& $ (Ë 
f(x) 一 wm， 则 存在 以 * 为 起 点 的 唯一 大 贺 弧 5 使 p(5) — S. WE 
”为 了 的 终点 , Мну Ні рМ) — M АКИЯ, 而 N 
是 以 这 的 终点 * 为 起 点 且 使 P(N) 一 NN ХЫ. N 的 终点 * 
是 满足 poe) = m 的 ,因而 x 一 tz, 容易 看 出 , 若 > 一 x (或 
= = —z), 不 论 我 们 从 *# 还 是 从 。 出 发 提升" 三角形、 结果 都 是 
相同 的 ;在 第 一 种 情形 下 我 们 说 Z 是 工 犁 的 ， 在 第 二 种 鱼 形 下 则 
Wie Еп Л, 说 是 工 弄 的 (或 工 型 的 ) 等 价 于 说 回路 MU 
NUS 是 同 伦 于 零 的 (或 不 同 伦 于 零 的 ), 参 看 4.3.9.3 811823, 25 
了 知道 @ 是 1 型 还 是 卫 创 的 ,我 们 也 可 计算 
cosbcosc + sin B sinccose; 

如 果 这 个 量 是 正 的 《或 负 的 ), MD t dE Т GE ААЦ). Ada 
中 上 说 ,出 现 这 两 种 三 角形 的 原因 在 于 ( 维 数 22 的 ) 实 射 影 空间 
的 基本 群 有 两 个 元 素 〈 参 看 £333); 如 果 三 角形 Z 的 边 构成 的 
可 路 同 伦 于 0 或 不 司 伦 于 0), 则 吕 是 工 型 的 (或 I 型 的 ). 

如 果 罗 是 工 型 的 ,那么 我 们 可 定义 4 的 内 部 为 与 相伴 的 
球面 三 角形 的 内 部 的 射影 ， 于 是 对 19.1.1,7 意义 下 的 三 角形 内 部 
的 面积 ,有 

4 的 面积 =& 十 8 十 7 一 (参看 18.3.8.4)。 
对 了 的 三 角形 的 其 他 事项 ;可 见 19.8.4 或 [CE 31 第 232 一 237 Ur. 
特别 是 卫 中 存在 这 样 的 三 角形 ， 它 们 的 对 应 边 相 等 但 对 应 角 却 不 
同 , 因 南 不 是 等 距 的 ， . 
1914 4=3 的 情形 : Clifford ЗЕ, ЖАНЕ esa est. 
如 果 d = 3, 我 们 可 将 18.8.4 移 到 Р = PCR) = (Фу 中 , 这 一 
节 内 容 在 射影 空间 的 表述 要 比 在 球面 上 的 表述 更 令 人 满意 . 

X 多 一 多 (P) 是 P 的 直线 的 集合 ; 对 р, рее, ж. 
Утер Ж ат, D') = 4(D, р), Wit D/D'. 关系 1/ 不， 
是 等 价 关 系 ,但 存在 £P 中 的 两 个 等 价 关系 . +// :和 -J// , Ë 
得 рур 导致 рр 或 рр, 对 所 有 mt 了 和 De Z, de. 
在 唯一 的 рэт D'2miE D''/D, D”” f D; E I(D, D')— 

” 81+ 


d(D, D) E. рур, рур", р' гр” — {上 点}, D', D"3m 
B D'JD, D'D 的 特征 是 : E sue D fii d(m, D) — mm , 则 
D', D" ЕТЕ (т, m)， 且 都 与 平面 (D, т) HERR a = 
тт. 

当然 也 可 作 类 假 于 18.8.4CO0 和 《vi) 的 叙述 。 
19.1.5” 注 。 关 于 复 射 影 空间 上 类 似 的 度 最 , 见 19.8.22. 
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192 在 模型 >п 2 上 的 定义 


19.21 记号 。 在 本 章 的 这 后 一 部 分 ， 国 定 记号 如 下 : 空间 RU 
便 同 于 积 空间 Rt x К, HOURS £ — (z, D, z€ R>, i€ R. 
FUE HE (Се, Dia 一 1}，9 表示 符号 数 为 (1，#) 的 二 次 


型 一 E ortas ЖЖ Р, ЭА Q — q (00; 因而 有 


«c. 2 = —I|Í Ë #, PCG'SD Gs 03 9 — GU) ur. 
5 —U(D)CR 表示 R* 中 单位 开 球 。， 以 9 为 方程 的 二 
次 曲面 < 所 成 的 魅影 群 РО(а) 记 为 Gl(n)， 我 们 还 记得 ， 
P*R)- P(R*") ЕР R'" РНЫ А G, 一 
£ (Re), 
19.22 度量 .作用 在 ECORUü 上 的 群 GG) аси ( 参 
JU 13.7.4): 可 向 直线 集合 ,2 在 其 上 正定 的 直线 的 集合 Pa 在 
"其 上 负 定 的 直线 的 集合 第 一 种 情况 正 是 18.10 中 讨论 过 的 Mab 
(4) 的 情况 ,参见 18.10.1.5。 第 三 种 情况 是 以 下 几 节 的 讨论 对 象 ; 
第 三 种 情况 是 第 20 ЖЕАР, 
19,23 РЕ, 2 表示 使 
400) 2 0 V Ee DNO 

的 De (R"") ЖА. н (2 = (z, y) = lel 220 
推 得 195 0, 特别 还 可 推 知 D 一 RE 与 吾 交 于 一 点 (к/з, 1), 而 

"8 


СЕРЕТ ГТ 
19.24 Фи® э 3p Pg s 1) — 77, 


TRUE 7 = A, 

为 作 图 方便 ,可 将 em ЕРНАТ (Gr e H: |lz| < 1}, 
以 后 有 时 就 采用 这 一 观点 。 
19.25 命题 设 р, реа; 任 一 过 站 和 р 的 平面 (DD 
时 是 唯一 的 ) 与 0 SET BRA IEIBUR AR UU, SER £€ DNO, 
$£ e DNO 


Р(&,&) ы; 
4 DG) 


图 19.1.5, 


. 83. 


和 Am eh P0582 一 工 llog([D, р, U, UTI. 
4 «Dx 2 

后 一 数 值 记 为 4(D, р), 它 使 成 为 一 个 度量 空间 。 该 度量 空 
LECNDE 称 为 以 为 模型 的 = 维 双 曲 空间 。 以 E] 
揭 双 曲 空 间 的 度量 是 由 距离 定义 的 ， 也 记 为 a, BB id(z,z) 一 
do4(e)，4Cs))， 一 维 ( 或 二 维 ) 时 称 为 双 曲 直线 (或 平面 ), 

其 中 涉及 的 交 比 Rot Оп D' (假定 是 不 同 直 线 ) 生 成 的 向 
量 平 面 P 所 导出 的 射影 家 线 而 言 的 .不 难 蛤 证 4 是 度量 ， 除 三 角 
形 不 等 式 将 在 19.3.2 中 证 明 外 ， 其 它 性 质 可 由 13.8.6 和 13.8.9 ME 
出 ,其 中 只 须 证 明 P 是 一 个 Artin 平面 ;而 这 一 点 又 可 由 13.4.7 扒 
出 ,因为 9 在 P 上 的 限制 是 退化 的 ,从 而 符号 数 不 可 能 是 (2,0) 或 
(0, 2), 

19251 Ж, idis 11.9.4 3HEE EZ. 
19.6 pj, VE z€ 26; 则 若 令 ?一 4d(0, 2) 就 有 


7 一 Arc ch ——L | = thr. 
Vi 一 本 
HIA. 121 18, 40, х) АРА. 读者 可 以 考 喇 一 
下 双 曲 空间 是 否 是 完备 空间 。 


19.27 722), RUTIBR 19.1.14 相仿 地 进行 讨论 , 首先 注意 到 根 . 
Pa 2.4.8.2， 对 任 一 使 4060220 6 E, P: Ж Rt? ch DEI. 
WE eG) m 1 flu € EH ЖЕШСЕ, aB kS fra Gu ~ 
СЕ н) РЕ sl, н еви СУЙП s 一 +1) 下 的 商 空 间 , 称 为 
8 MUERE, 记 为 TI. SP 在 DPD 处 的 煞 空 间 记 为 To 用 ,就 是 
满足 «(D = 1 H pe DD 条 件 的 GO: Tenga, 
具有 一 种 反 欧 几 里 得 空间 结构 ,也 就 是 说 具有 一 个 负 定 的 二 次 型 . 
事实 上 ,根据 13.4.7, 对 (0) 27 0 来 说 ,9 # E^ EBSER ERE DUE 
的 ;而 一 1d&+ 是 具有 q|a 85 5^ ESSE KE ded „ЖЫШ, 可 以 定义 
Tp 多 BBA REESE Pa ERE BET LEGES ЕН CE uy ft (S, s) Hf 
Ж.Ш а [0, a] 定义 为 
+ 


19.2.8 cosa == 一 2) . 
V aGo4Q) 

1929 {ЕЙ 0,26 e 的 切 空间 由 AG Ја ИЈЗ ТТ 
得 ,但 亦 等 向 于 Rt; 变 注 意 的 是 ,除了 x 一 0 的 情形 《这 时 读者 可 
自行 验证 ), 在 了, 中 的 夹 角 是 与 在 欧 几 明 得 空间 中 的 夹 角 不 一 
样 的 。 这 也 是 一 个 原因 ,使 我 们 要 在 下 面 引 进 煤 型 ЯП 2 , 对 
这 两 种 模型 而 言 的 双 曲 角度 ,是 与 欧 几 里 得 角度 一 致 的 ;但 作为 代 
价 的 是 ,它们 不 再 象 2 和 多 那样 具有 与 通常 直线 一 致 的 那 种 直 
线 ( 参 见 19.6.2), 
19.210 直线 和 射线 . 子 空间 , {БЕ 99р, @ 和 PUR) 的 一 
条 射影 直线 的 非 空 交集 称 为 直线 ;在 GE 中 ， 直 线 指 57 的 直线 在 
多 下 的 象 集 , 因 而 就 是 开 线 天 《其 端点 是 s) 的 边界 SU 上 不同 
的 两 点 )。 

# m, YE (D = 1, (0) = —1, B нер^, HU íR 
jm К. ОЕ сь £ + sht ° z 所 生成 直线 的 集合 称 为 以 了 为 始 


+ 85+ 


ЗОНТ 50 КИЙЫШЕ ЛЕ (Е, u) 的 伴随 内 是。 

НОЕ ap 中 的 射线 概念 ; ЭИК, 
"其 闭 端 点 在 sm 中 ,开端 点 在 SU 中 。 

两 条 具有 相同 始点 (在 多 或 22. 中 ) 的 射线 的 夹 角 ,就 是 它们 
的 切 向 量 在 19.2.7 的 意义 下 的 来 角 ( 关 于 8 参见 19.2.9). 

S B. 89 中 不 同 的 两 点 决定 叭 一 的 一 条 包含 该 两 点 的 直线 ; 
,它们 决定 唯一 的 一 条 以 其 中 指定 一 点 为 起 点 的 射线 。 

闻 样 可 决定 22 ЙА ЯЕ АЈ, а 一 1 维 子 空间 就 是 超 平面 ， 
19211 E, 5974, 18.47 和 19.1.2.5 相 羽 的 问题 可 见 19.8.16 
和 [BL] 第 XH Xt, 


193 基本 公式 和 推论 


Ш r.c. x" BH кәк, z€ z”; Š d(z, к") =a, 
d(z", z) = à, d(z, s) = c R RL z Айын, 0 а # z” ЮЙ 
条 射线 在 * 处 的 夹 角 为 a, 则 
19.31 i 


kh a ~ ch ë ch e — sh Бзр ceosa, | d 


| 

证 明 是 跟 18.6.8 相仿 的 ; 设 D = AGO, D' = Аб), Р” = 
А02"), Ë 5€ D, su e € gt, k. be R, 使 (Е) m1, (н) = 
qv) —1, BH #' = АНЕ р, "= Е Вр D”, 根据 
19.2.5, 19.2.8, 并 因为 ,hE Ri， 相 继 可 得 


qG)-—1—E, 4(87)= 1— P, che m i, 
， Vic 
* 1 á ` 
she = chb = | sh Ё = 
Мі рут. мтс 
P(u,9) = — соза, P(Z', £7) = 1 — cosa АВ, 
1 — созо · АЁ 
cha 一 р = ch ¿ ch e -—shébshecosa, 
V1— gg 


1932 ”严格 三 角形 不 等 式 。 既 然 сово 2 一 1, 由 ch* 的 递增 俱 ， 


.d46 


В chaszchbche +shbshe —ch(5-- c) Hia S >+ c, X 
六 ch- 是 严格 递增 的 ,等 式 * — b + e 仅 在 coss 一 一 1 时 成 立 ， 
` 淹 后 一 条 件 等 价 和 于 = 一 <， 或 者 还 可 以 说 成 在 38 中 点 “属于 市 
ROO z, z” МВ. 
因而 ,在 39 的 任意 两 点 之 间 , 存在 唯一 的 一 条 最 短 道 路 ， 即 
单调 地 生成 的 线段 Ге, zl. ЖУК Ст 27): ЖҮЗӨ. am 的 度 
基 是 优异 的 ,从 而 道内 区 的 《参见 9.9.4.5)， 这 样 , 直 线 集合 2 就 
具有 了 欧 氏 仿 射 空间 中 相应 的 性 质 ， 也 就 是 说 它们 都 是 从 一 点 到 
另 一 点 的 最 短 道 路 ;与 15.1.1.6 比较 可 以 看 出 ; 现在 对 双 曲 平面 来 
说 ,过 不 在 直线 和 A 上 的 一 点 z, 有 无 窍 多 条 不 与 A 相交 的 直线 ; 它 
们 构成 两 端 直线 之 闻 所 有 直线 的 集合 , 见 图 19.3.2, 


图 19.3.2. 
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19.33 (5 

19.331 到 直线 的 距离 . 假设 在 19.3.1 中 о 5/2 (注意 
19-.29， 上 几何 条 件 是 当 靖 ~ 2 时 以 = 为 起 点 的 醒 条 直线 关于 商 8 
ЖЕ ЭРИ ВАО 3225 10.731 所 述 ); 则 

` ёа = chbche М a> b, 

等 式 仅 当 ?一 ”时 成立 ， 这 样 就 又 完整 地 得 出 了 9.2.2， 因 为 给 
定 一 条 直线 A 和 一 点 后 , 由 紧 性 可 知 存在 一 点 z€ A 使 4ш, 
z^) = 4(«", A) 《参见 19.2.6). 

这 里 要 注意 的 是 ， 与 欧 几 里 得 平面 的 情形 相反 ,车 z€ A, 
z'€A 209, z) = А, А), Н ASA 与 直线 (z, z fE z, 
2 ”处 的 夹攻 正好 是 2/2, JUS ec ANE 时 有 dC, AD > 1(А, 
А”), Як = ARTE, 19.8.8 和 19.8.11, 

19.332 ”曲线 的 长 度 : D - 25 TEB Ein F 8 HERR B) Te 
度 ， 见 19.8.18。 若 将 集合 (z€ 8 id(g, m) = r) ЭНХ НАЗЕ 
上 上 的 圆 , 则 鹿 的 周 长 是 2o shr; 这 一 质 长 在 欧 几 里 得 平面 上 是 29, 
在 球 功 上 是 27 sin+。 在 eg 中 这 些 辐 表现 为 梢 加 ， 见 19.8.12, 
但 在 模型 qe gn ИР 中 它们 也 是 欧 民 图 : 见 19.6.82, 

39.34 =. Н 19..1, 直接 计算 可 知 ， 对 双 曲 平面 上 边 长 
29 a, b, e, А а, 8. т 的 三 角形 ,有 下 列 公 式 ; 
19.3.5 


Яле Чай _ чат 

sha shb she" 

cosa 一 sinf'sin cha 一 cosf cos7, 

关于 欧 氏 或 球面 的 三 角形 所 讨论 过 的 内 容 ,读者 都 可 在 儿 中 

进行 讨论 : 如 公式 10.3,10.13.2，18.6.13, 给 定 边 长 和 内 角 的 三 角 
形 的 实现 ,在 等 距 下 ) 相 等 的 情形 ,中 线 、 角 平分 线 、 高 线 的 交点 。 
关于 角 平分 线 , 可 以 研究 它们 的 交点 和 Brianchen 定理 之 间 的 联 
Ж: 参见 16.2.13 和 [CR 3] 的 卷首 插图 。 关于 给 定 三 内 角 的 三 
角形 ,我 们 看 到 ,由 19.3.5 可 求 出 边 长 ; 但 在 1954 中 还 将 给 出 一 
个 有 起 的 附加 公式 ， 亦 可 参见 【CR 3] 第 ХИ 章 的 分 析 方法 。 
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194 ”等 距 变 换 群 


19.41 Z 中 的 等 距 变 换 全 体 所 成 的 群 (28), MAGIS G(s) 
GR JL 19.2.1) 在 由 下 所 得 的 群 ,后 面 这 个 群 不 妨 仍 记 为 Gn); шї 
实 上 只 须 应 用 19.2.3 和 19.25 BUT ,因为 49 的 度量 是 通过 9 定义 
的 ,而 根据 定义 G(e) 又 是 保持 е 不 变 的 。 在 看 来 稍 有 些 充 轩 
子 \ 但 对 其 它 的 目的 频 有 二 益 的 论证 之 后 ， 我 们 就 会 看 到 ,其 实 有 
608) = G(n). 

19.42 рах. 委 直 平分 集 ， 设 3 使 (л) 0; 则 根据 
13.4.7 和 19.2, n+ 是 R'* 的 超 平面 , v 2 是 多 的 起 平面 、 
它 在 细 中 给 出 超 平面 BC 站 2)。P"CR) 的 伴随 正 交 对 称 (Ж 
Ji, 13.6.6, 14.7.4.) 是 在 PO(o) = Gn) 中 的 ; 这 是 AP 的 一 个 对 


-在 PR 中 


Mb 19.4.2. 


"бя 


合 对 称 且 其 所 有 的 不 动 点 就 是 (10 5 的 不 动 点 .在 GR SP 
中 , 称 这 样 的 对 称 为 关于 超 平面 玉 一 e 0:2 X s 05) 的 
趋 平面 对 称 ， 特 别 有 4Ка,е) 一 K(o. G0). Vac W .,Vr € $, БО 
过 来 ,对 满足 a = b SEED оре 22 存在 Gp 中 唯一 的 超 平 国 
下 ,使 印记 定义 的 超 平面 对 称 将 o, РИЙ; 而 且 И = (r€ 2; 
d(a, z) = Б, 2)}). W 也 称 为 4 和 4b 的 要 直 平 分 超 平面 。 为 说 
ВХА, ЯЯ ре Аа), Ee AC) 使 (5) = (Е) 和 = 
Е БШ]; 13.47, 有 q(E— ED) < 0. 于 是 根据 13.6.62, 
£8 中 的 伴随 超 平面 环 的 戏称 将 10 BEER UBL ,根据 19.2.5, 对 
zc ФОҢГ) 有 des в) = d(5, г) 等 价 于 PCS 2) — РСЕ, D, 
WE P(— г, р) а 9， 这 正好 就 是 &€ (一 FD, | 
从 几何 的 角度 说 ,在 48 也 可 这 样 地 定义 超 平面 对 称 : 设 w 是 : 
WAP 的 极 (参见 10.7.11; 3 W € Фр О, Шой W> 
Ji 8893 ЗЬ), ДАН ЗР ТШ НИДА ИК f 将 z € 39 ЕБИНЕ (P, 
ЕАС), Е o, фе, з) DW, z, f(z) IARI. 事实 
上 这 一 点 可 由 14.7.4 和 15.5 推出 ， 
194.3 9: 中 点 。19.4.2 和 19.3.3.1 表明 ,给 定 不 同 的 两 点 cy6E 


多 后 ,存在 唯一 的 一 点 而 使 Am， а) = аСт, Б) = LODS 


一 点 就 是 线段 [o, 5] 和 4, 的 垂直 平分 线 的 交点 ， 从 几何 的 角 
ВЕ, 可 将 该 点 作为 直线 《a, 5》 的 对 合 的 二 重点 而 作出 ， 其 中 一 对 
FUE (a, 2)， 另 一 对 是 《oa 5 和 8 的 交点 (8, v). 
1944 命题 ， 设 (si),ott 是 oss 中 仿 射 独立 的 点 ! 则 由 
462, 2) = 1 可 推出 x 一 x。 4 
Саад 和 Gus 是 28 中 淆 个 总 元 组 ,并 使 

4 ай m (d, ар Vi jm Mos 
出 存在 de Сп) 使 fs) 5 Vi—1,--., k, 
由 于 上 述 关于 垂直 平分 集 的 讨论 , 我们 可 以 完全 和 证 明 9.7.1 
时 一 样 地 进行 讨论 。 
19.45 推论 6020) — G(n). 

КЕЕ 


194.51. ik, Eg[u ес) &— ди 0 9.1.7. 
194.6 жж. 

19.4.6.1 Hi 19.4.4 的 证 明 可 知 ，ts( 多 ) 中 的 每 一 元 案 是 至 
£ = 十 工 个 超 平面 对 称 的 乘积 ;还 可 注意 到 , 当 Кн 的 超 平面 是 
a^ їп аба) >0 时 ,由 13.7.12 可 得 出 对 称 ， 且 它们 不 一 定 是 超 平 
ШАК „ЖЭ: ,在 这 种 情形 所 得 出 的 是 贷 绍 的 一 点 ， 即 绕 @(Ra) 
的 对 称 。 
1 9462 由 13.7.1 9, 2 中 两 个 下 维 子 空间 总 是 在 某 一 
个 fe (32) 下 互 为 英 象 的 。 由 此 还 可 知 ，z 在 一 个 这 祥 的 子 空 
间 上 诱导 的 度量 ,就 是 纵 双 曲 空 间 的 度量 《可 取 一 个 过 多 的 原 
AO RET ARD. 

19.4.6(3. 如 在 18.5.8 中 一 样 ,可 以 证 明 丰 不 计数 量 因子 差别 
的 条 件 下 ,2 是 £8 上 唯一 在 (A) 下 不 变 的 度量 ， 

19.4.6.4 Ef 102) 同 构 于 Мба — 1) (# WL 18.10), 但 
它 作 用 在 (шщ 多 ,或 下 面 的 .和 QE 上 的 方式 与 作用 在 
$7 上 时 很 不 相同 。 

19.4.6.5 一 点 z 的 稳定 子 群 1,8). 自然 同 构 于 切 空间 的 
ЖЖ OCT 28,58 W, 19.2.7; 而 且 在 0 处 ,这 个 稳定 子 群 等 同 于 
OG), 因为 我 们 可 取 £ — (0,1), 这 时 就 有 入 一 R°. 

19.4.6.6 群 С) 是 保 角 的 ,因为 根据 定义 .GCC*) 是 保 角 
的 (参见 19.2.7). 
19.47 оС) 的 紧 子 群 ， 这 样 的 于 群 容 有 一 个 对 所 有 元 案 共 同 
的 不 动 点 ; 事实 上 , 由 19.3.1 容易 验证 两 点 的 中 点 (参见 19.4.3》 
满足 9.8.6.5 ШЖ, 


19.5 c 的 规范 测度 


195.1 ФЕ. s 上 每 一 在 Is 局 ) 下 不 变 的 测度 必定 形 如 Rie, 
其 中 £e Rt, o E R* 的 Lebesgue 测度 在 c9 上 的 限制 ，1 Eg 
Bjrr Go], 外 二 1 时 ， 即 关于 w 在 9 处 的 比例 
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因子 为 1 的 上 述 测度 , 称 为 有 的 规范 测度 ， - 

в Е ts) 下 不 变 的 测度 形 如 go гп z: eg — R* 
连续 ,这 一 事实 已 在 2.7.4.4 和 187.34 中 提 及 ;现在 我 们 再 利用 下 
述 事实 : CAM) 在 B 的 每 点 沿 每 一 方向 都 是 连续 作用 的 。 这 也 
说 明了 两 个 不 变 测度 总 是 成 比例 的 ;因为 I5). 是 可 迁 的 ,从 而 
函数 比例 因子 应 是 常 值 ， 翻 下 只 要 说 明 La 确实 是 在 бё) 下 
不 变 的 。 而 它 在 稳定 子 群 Ha (99) == 060 下 是 不 变 的 〔 参 见 
19.4.6.5), 因为 上 :由 是 在 Olw) 下 不 变 的 ; 因此 只 须 证 明 对 任 一 
z € 多 存在 fe lC) 使 Pta) 一 ao B. КО) 一 z。 我 们 甚至 
可 以 仅 考 苛 形 如 《x,0,*… ,0) Вуху 


(chimi + shi x; 
ime nr 1 1 
fn, Pt) loh zs do che" shes, chr" 


Xs 
Y sh £z, + che ) 
这 是 如 下 定义 的 FIRtU— Вин E88 DOREM. 
Cn, 779 нә анн) Coh tai + sh ху Азу Y zas 
sh £z; + ch tz), 
这 个 上 显然 是 使 4 一 == cola 不 变 的 .计算 了 在 0 一 (6， 
S0) 处 的 偏 导数 Jacobi 第 阵 后 可 知 ， Jacobi 行列 式 DU 
Ж (ему, 因而 六 (4o) 一 1m, 这 对 任何 + 都 对 : 面 由 万 0 
0).— Ghrfcht, 0,---, 0) 8] ЩЩ (3,0, ---,0)€ 9g. 
19.5.2 ”一 个 例子 . Wd ВЕ £ 上 的 三 角形 ， 其 内 角 为 
а, В, wf2; Э! 
193 ш (2) 一 > —в—/. 
Hi i (22) Кур, SESI 8 SS 0 (0,0), (w,0), 
(6 yos ftot oe Ede om Qus 0) 处 的 角 为 
和 «/2, Ну 8 Яп R: 来 说 , fE (0,0) 处 的 角 是 一 样 的 ， 在 
(и, 0) 处 的 角 也 都 是 #12, 于 是 由 19.2.6 有 ; m th b, 其 中 是 


+2, 


好 中 角 有 的 对 边 , 根 据 19.35 有 ch p — 958 
sna 


面积 (2) ~ 


(и, 0) 


图 19.5.3. 


[3 EX бо, 9) 
中 ,规范 测度 为 〈1 一 p) Vodod0, 由 此 相继 可 得 : 


в ү" 
[Ar 


4 
ЕК 一 учлүнсөнө дө 
а 


Че) ja 


pll — p) " dpdà 


JL =• 


1— и 


= Arc sin( sina ch 8) —— а 


= Arc sin( cos) — a = 7 —#—а, 


1954 fe. 


РШ НЕ-А a, 8, T 的 三 角形 Z Ж 
面积 (8) = = — a— B — Y, 


依据 19.3.3.1 可 将 该 三 角形 分 成 两 个 直角 三 角形 ， 并 对 其 中 
每 个 直角 三 角形 应 用 19.5.3, 


1955 iz. 


一 般 公式 见 18.3.8.6，19.5.4 是 它 的 很 特殊 的 情形 ， 


因而 亦 可 注意 到 ,对 任何 三 角形 有 ace 8 + 7 < x, 


93. 


19.6 364880 Q 


19.61. 考虑 关于 北航» 的 球 极 射 影 fis o К”, а 5° 的 开 
南半球 为 2，; 
x= ((2,:)€ 59 В 0}, 

id КОЕ САОН (e, 0 99 z з ЕЕ ЕБ, = 

是 双 射 , 记 其 道 为 g。 令 
Б јо 08, 0 о Яв 08, 

映射 号 ,8 都 是 双 射 ， 将 赋 有 出 (x, y) 4(0GO, ОСу)) Ж 
义 的 度量 5 的 集合 22 称 为 双 曲 空间 的 ( 共 形 ) 模 型 Ф, 其 中 4 是 
£ КХВ. 
19.6.2 在 多 VERIS, O Mb ES. PER. ЫЛМЫЛПЖ 
角 ; 要 注意 , 这 里 证 及 的 是 与 em РАНА А, АНАЛА 
射 直线 。 事 实 上 , 若 A 是 的 一 条 直线 ,其 载体 直线 与 5*! 交 
Tu, e, RI (А) 是 $* 中 一 个 与 5"! 在 % ”处 交 成 直角 的 圆 , 因 
而 ВСА) = K(8(A)) 也 是 R^ 中 一 个 与 8 #E u, ”处 交 成 直角 
的 图 (参见 18.1.4.3); 因而 e^ 的 直线 是 正 交 于 5* 的 图 与 s H 
ЗИЧ ИОД. 射线 由 是 这 些 略 的 半 开 弧 ， 
19.6.3 ”我们 要 证 明 多 中 的 角度 是 与 在 R" 中 的 角度 一 样 的 ， 从 
天 说 明 " 共 形 模 型 "一 词 的 合理 性 。 为 此 ,我 们 注意 到 : 
19.64 引 理 。 设 是 2 中 关于 超 平 面 W 的 超 平面 对 称 ， 则 当 
WXT $= 的 、 使 58"! 稳定 的 极点 符 在 时 、5oho9 E R" 中 关 
计 该 极点 的 反 演 在 多 上 的 限制 ， 当 该 极点 不 存在 时 , w bx 
的 中 心 0 且 долоо 一 À 是 关于 超 平面 WW 的 欧 几 里 得 对 称 . 

后 一 种 情形 是 显然 的 ; 现 设 ww 是 关于 S$"! 的 极点 ,将 R< 
中 经 过 所 井 与 Rt 正 交 的 超 平面 记 为 W; 它 是 w 关 于 S 的 航线 . 
Ж z€ 98, Ө = Си, з) W, ШЕҢ 19.4.2 3 [x,0, z, h(z)]) 一 
一 1， 因 而 根据 14.7.2.6, р(х) 和 (GO) нажа, н 
5* 中 以 ww 为 极点 的 反 演 可 将 аба) ВЕ OR GO XC X, 18.10.14); 


. 94 * 


(hey 


(LN 


B 19.6.2. 


但 fekof! E К" И 5*7. 稳定 的 以 w 为 极点 的 反 演 。 
19.6.5 3838, {К 10967) 是 由 R' 中 和 使 @ 稳定 且 极 点 在 @ 内 的 
反 演 在 儿 上 的 限制 ,以及 以 0 为 中 心 的 超 平面 对 称 所 生成 的 。 
E 19.6.4 和 19.4,6.1 即 可 得 证 ， 
Zu 


1966 ”从 和 再 我 们 看 到 ，is( 罗 》 可 作为 糙 M6b(s — 1) 在 5* 的 
内 部 贸 上 的 扩张 ;或 者 说 ，M6bCn — 1) 是 (ФУ TE Ф ТОЛ 
32 E EE Saha. 
19.6.7 推论 。 模 型 多 是 共 形 的 ， 在 其 中 双 曲 售 度 和 欧 氏 角度 是 
一 致 的 ， 

事实 上 ,对 S8 Puri. MES BHEE RISI ЖЕНЕ ЛЕЛЕ 0 处 一 致 的 ， 
因而 对 Ф 而 言 也 在 0 处 一 致 ; 但 由 19.6.5，8.6.6 和 10.8.5.2 可 
A, оС) 是 保 角 的 。 : 
19.68 ”在 双 曲 平面 情形 的 例 。 于 是 我 们 可 以 来 考虑 多 中 的 角 
度 。 这 是 非常 实用 的 , 

19.6.8.1 借助 于 19.5.4 就 可 以 计算 一 个 三 角形 Ф 的 面积 ， 
容易 作 阳 这样 三 个 贺 , 它 们 者 与 5 正 交 , 侧 且 在 与 人 的 交点 处 两 
两 相 切 ,从 而 可 看 出 ,存在 多 的 (或 e 的 !) TUBE. CTS AS 


"965 


是 要 多 小 有 多 小 的 ,特别 是 , vr 的 三 角形 的 面积 的 上 界 等 于 =, E. 
不 能 达到 。 注 意图 中 的 阴影 部 分 ,其 各 边 的 长 度 都 是 无 限 的 ,然而 
б 面积 却 是 有 限 的 ,等 于 x。 

19.682 JM. 根据 193.31, 以 ac @ 为 图 心 的 贺 (参见 
19.3.3.2) 必 与 所 有 过 的 直线 正 交 ; 根据 10.10 可 知 这 些 贺 就 是 
在 # 内 部 的 一 个 圆 束 ,其 中 一 个 圆 基 51, 一 个 极限 点 为 , TE, 
“@ 的 贺 也 都 是 殉 夭 阅 , 

19683 Е. Ж ЕВРЕ О ЕТЕ З 内 的 于; 
# 9 WB dee kb ОНИ Ао 我 们 看 到 ， 一 个 这 样 
的 圆 了 是 与 多 中 任 一 以 w 为 无 穷 远 点 的 直线 正 交 的 ;了 因而 是 一 

个 圆心 在 无 穷 远 处 的 圆 ， 但 它 不 是 一 条 直线 ， 当 然 可 以 招 了 作为 
所 有 经 过 o. 圆心 在 直线 《a, ш) 上 延伸 至 无 穷 远 处 的 贺 的 极限 ， 
< 的 这 些 曲 线 称 为 极限 阅 ; 它们 在 双 曲 几 何 的 各 种 应 用 中 起 着 重 
要 作用 ,例如 参看 [A-A] 第 52 页 和 附录 20, 

在 模型 多 中 ,读者 可 证 明和 极限 加 (惊人 的 加 !) fer tni Ras s' 
ЖИДЕ, 

39.6.9 公式 ，19.6.1 Rog j Q TH PS as th; 


2x 
T+ 15" 
я = 2], ЖЖ R: 5 С 等 同 起 来 ， 则 可 预期 IC) к 
音 由 复 变量 z 表 出 ;事实 上 , 我们 看 到 ,Is*( 名 ) 的 元 素 是 限制 在 
9 — (z:]z| x1) 上 的 C 环 人 映射 , 它 可 写 为 ( 试 与 TCH21 第 
187 页 比较 ,并 见 6.8.16) 


rt 


RR взу, |а 1. 
1 + zz 


19.6.09 = ЮЕШ. TRE КИЕМЛЕ 多 上 借助 于 欧 
几 里 得 结构 来 计算 两 点 的 距离 。 设 а, РЄ MOMS а, Б) 与 
$17 的 交点 ; 则 有 (参看 19.2.5) dCo,5) 1/2] log (uv ,2,51)1. 
从 而 由 8 的 (参见 19.6.1) 和 交 比 的 (参见 6.2.4) 定义 ， 又 因 ( 见 图 


veré 


1540) (y — я 和 м) _ ЖОЮ», "" i 


Ке? bo^ e(b)e 
Lo, v, a, В]! = Da, v, z(a), £C. 
根据 18.10.7 的 证 明 , 有 


19.611 dCr,y) 一 


Ies (4 т), Nx,yE @, 
p 


хи! 
ЖОР =, о z Sl z 且 与 9"-! 正 交 的 圆 与 Set У, X. 
Ж: 18.10.7 中 的 计 论 表明 аба, Б.с, 4). 是 Re 在 一 急 反 资 下 的 不 
变量 ,特别 是 在 球 级 射影 下 的 不 变量 ， 亦 可 参看 16.8.6， 

Ж: 由 公式 19.6.11 出 发 可 以 比 19.682 中 更 严密 地 说 朋 名 
"LAE Ж. 


图 19.6.11 


19.12 ННЯ, Бр, e r E= 4->3 SORORE L + 1+ 


La BE 19.34, вонр g 上 的 三 角形 2, ЯЖ 


«== к/р, Fn], Y==]r; 可 以 证 明 关于 的 各 边 的 对 称 生成 
БОИ) 的 一 个 离散 子 群 ， 由 它 可 销 嵌 名 (参看 [RM] 和 其 中 提 


EL 19.64244. OB 15.64124. 
Coxeter, eJ, 99|», J. Wiley 出 版 社 。 


BEL 19,6,12.3, 


及 的 文献 )， 因 此 ,完全 不 同 于 欧 民 或 糖 加 几何 的 情形 (参看 18.6， 
1.7.4, 1.8.2), 双 曲 平面 有 无 穷 多 种 铺 媒 方式 ， 

另外 ， 除 三 角形 外 ， 电 可 用 多 这 形 来 铺 氏 ЧЕ (图 19.6.1112); 
这 些 销赃 不 公有 审美 上 的 情趣 ， 而 且 在 其 它 方 面 ， 特 别 在 分 析 中 
(Peincatt 的 富 克 斯 群 ， 例 如 参见 [RM]) 或 者 在 微分 几何 中 起 
着 重要 的 作用 ， 左 后 者 中 可 由 它们 构造 出 具有 常 负 曲率 的 紧 流 形 
(这 时 ， 权 4 大 过 形 ， 并 在 商 空间 到 具有 大 个 涓 的 环 而 的 拓扑 ， 匈 
12.7.5.4), #}ш И, [WF] 第 69 Di. 
ЭР и Е ЧЕДО ЕВО НЕ (参见 1.7.2), 可 参阅 


19.6.12.4. 
М. Escher, "RRERERERU ЖИА ЖМ, 1960, 


*100* 


; R. M. Robinson。《 双 曲 平面 上 不 可 判定 的 贴 砖 问题 》 California 
i Жаб, Berkeley, ， 预 印 本 。 


19.7 ” 践 注 ,其 它 模型 

19.7.1 Ж GE, Poincaré 半空 间 。 该 模型 可 由 模型 多 经 过 
Ке 的 一 个 极点 在 5° 上 的 反 演 得 到 ;这 时 ， 构成 多 BI 597: NES 
部 成 为 一 个 开 半 空间 妹 ,其 边界 为 超 平面 H, BB St 在 上 述 反 
иий. 38 22 СИ ЕЧ ЕЗЙ, Н 可 分 别 得 出 度量 、 
角度 ,直线 ,射线 等 概念 ) 称 为 Poincaré 半空 间 (n == 2 时 为 半 平 
带 )。 它 当然 是 共 形 的 ， 

这 一 模型 在 有 一 点 上 是 比 97 SURG I. 为 得 到 统一 的 结 
有 果 和 概念 ， 必 须 在 妞 上 应 加 一 个 光 穷 远 点 ; 要 不 然 ， 比 如 说 就 会 
有 两 种 直线 :而 和 正 交 于 召 的 直线 〈 在 20.1 和 20.6 中 还 会 遇 到 


x 


图 49.21. 


11019 


ну), Вз С) 也 不 是 拓展 到 且 上 (参见 19.66) E 
Катя ну, 
ЮЖ ЛЕР ЮЙ T АГЕ АВ ER 
的 ; 4 = 2 的 情形 尤为 理想 ,在 这 一 模型 的 基础 上 ， 我 们 可 以 给 出 
戏曲 几 何 的 初等 阐述 ， 最 好 的 做 法 是 取 
ФЕ = (z€ CHReG) > 0); 
于 是 SOT 的 元 素 是 


HEEL 0,5, с, dE R, аа — be > 0 
cz + 2 

vb ав, с, de R, ad— bc «c0 
+41 


5n к> 


《由 这 种 写法 很 容易 看 出 1097) 是 同 构 于 GPC1; В) 的 , 参见 
1540.4 和 5.24)。 不 变 测 度 很 简单 ,就 是 
dxdy 

B y ` 
19..2. JCCUUSL. ЕЯ 18 章 的 做 法 ,就 该 招 R^" 中 方程 
为 “9( = 1 的 起 曲面 (参见 15.4.3) 的 -~ 个 连通 分 支书 取 作 模 
Hs 但 这 时 в ЫЛЕ Ве" 的 话 导 度量 所 相伴 的 内 获 度 量 
(ФЙ. э.э.7 和 18.4.3), 而 得 号 有 一 个 黎 曼 度量 ， 它 是 通过 在 每 个 
Т.Е, хє E EBD gk ¿+ 的 限制 所 诱导 的 欧 色 结构 而 得 到 
的 。 为 简单 起 见 ,考虑 FU 的 曲面 , 若 要 其 上 由 R: 的 诱导 度量 所 推 
得 的 内 攻 度 腥 是 双 曲 度量 , 则 可 取 如 图 19.7.2 所 示 的 旋转 曲面 :但 
是 这 仅仅 是 局 部 的 模型 。 而 且 ，Hilbert 的 一 个 定理 明确 地 指出 ， 
R° 中 的 任 -- 曲 面 都 不 可 能 整体 地 实现 um. Pine [KM] 第 
476 页 。 这 些 模 型 是 Beltrami 提出 的 ;历史 上 的 Лобачевский 和 
Bolyai 的 模型 是 具有 公理 人 性质 的 。 
19.73 Ж. ИЗЕЛ. Н, 有 分 析 学 ,参见 IG-G-V] 第 IV 
章 ; 有 数论 ,参见 [SA]; 有 微分 儿 何 , 参见 [G-K-M] 第 195 Д; 
有 遍历 理论 ,参见 LA-A1; 最 后 还 有 相对 论 , 其 中 的 Lorentz 群 
ШЖ п 一 3 内 的 群 O(4), 双 曲 几何 在 当前 的 研究 工作 中 起 着 很 


1:198 + 


[s 


T. Klein, BILE EE, Springer ШЕН, 
图 19.7.2. 


活跃 的 作用 , 特别 可 参阅 《Thurson 关于 曲面 微分 同 腾 的 工作 》， 
Orsay 讨论 班 76 一 77，Astérisque 1979, 

有 关 汉 曲 几何 的 文献 是 ，[B-K], 很 初等 但 很 送 合 教学 需要 ; 
[CR3]， 其 中 有 很 完备 的 公式 表 ; 还 有 ТОВ]. 

我 们 在 12.11.4.3 中 已 得 及， 等 周 不 等 式 12.111 可 推广 到 双 
曲 空间 。 
` ”在 下 书 中 可 找到 双 曲 几何 的 公理 化 叙述 : K. Borsak 和 W. 
Szmielew, 《几何 基础 y 第 VI zx, 


198 & 3 


19,83 ТЕШЕ тне 


[m; mm = om Hugh, 


LL 


其 中 я, БА, 
1982 i D,D' 是 椭圆 空 间 的 两 条 直线 ;讨论 

Ímid(mn, D) = d(n, D)) (32 二 2 和 4 之 2 两 种 情形 )。 
1983 在 精 圆 平面 上 讨论 配 极 三 角形 的 概念 . 
19.8.4 讨论 梢 圆 平面 上 三 角形 的 各 种 相等 情形 。 
19.8.5 ЖЖП ЕЙ = 4836; 证 明 项 点 数 c, 边 数 “和 三 角 
ЖЕ p ias E 

7 一 ca 十 9 一 1. 

19.8.6 证 明 从 精 区 空间 到 自身 的 共 形 映射 必 是 等 距 变 换 . 
1987 在 鹏 中 有 一 个 四 边 形 ,， 其 三 内 角 都 为 直角 ， 已 边 * 各 
Ep SR BER VAL fü. 


B 19,8,7。 


19.88 证明; 在 双 曲 平面 中 , 过 * 向 么 作 的 两 条 端 头 平行 线 
的 夹 角 《参见 19.3.2) 只 依赖 于 206,4) — à, ЖЕШ o 53 2 8968 
数 关系 。 

19.89 ЖАН 22 中 ,然后 在 模型 Q 中 ,从 几何 上 作出 双 曲 平 
面 的 两 条 直线 А, ACTED A 3582 Ө. 

19.810 证 明 19.6.9 和 19.7.1 中 的 公式 。 

19.811 在 双 曲 平面 S 上 给 定 一 条 直线 A， 试 讨论 (mec: 
d(m,A)— в} (h€ R.); 证 明 它们 都 是 圆锥 西 线 的 并 集 ， 在 4 
XR R, 的 情形 下 讨论 这 个 集 族 ( 作 图 )。 在 多 中 进 行 同样 的 讨 
论 ;将 两 者 加 以 比较 。 

19.812 在 双 曲 平面 轨 上 给 定 一 点 me 28, 证 明 (z€ 22; d(x， 


"194. 


图 19.8.11. F. Klein，* 高 等 几何 教程 yy 
Springer tiit. 
9 19.8.13. 


m) = т} 都 是 R° REI, 并 在 r Hog R, 的 情形 下 讨论 这 个 集 族 
GERD. I 

19813 解释 图 19.8.13, 

19.814 具体 算出 19.6.1 mig s. ` 
19845 证 明 : S'"' 的 内 切 球面 3( 即 极限 球面 , 19.6.8.3 中 极限 
圆 在 ”之 3 时 的 推广 ) 上 外 A 诱导 的 度量 ,使 ЕП 成 为 等 距 于 
К" 的 度量 空间 。 因 而 ,如 果 名 圭 的 居民 都 集中 在 号 上 ,他们 就 
无 从 知晓 自己 是 生活 在 双 曲 空间 中 的 。 反 过 来 ， 如 果 他 们 分 布 在 
整个 多 上 ,他 们 又 是 如 何 知道 《即使 是 局 部 地 ) 自己 不 是 生活 在 
欧 氏 空间 的 ? 

19.416 证 明 ” 维 双 曲 空间 中 任意 = 十 2 个 点 on Gm, 
m+ 2) йа 


det (ch [4(2;, 821) = 0, 
19.817 2 2 ЕЛИНИ АШК: 
、 d(z, y) == ka(z, y) Ke R$); . 

ШЕН L 10, (8, 4) ы Са, 0) 908, ES NC MED 
XJBBR; 说 明 三 角形 公式 会 有 什么 改变 ， 再 考察 不 趋 于 无 窃 时 由 
这 些 公式 可 得 出 什么 结果 。 

19.8448 在 双 昌 平面 E 上 给 定 极 坐 标 Соб), 000) 下 的 一 条 C 
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类 曲线 ;证 明 它 在 SB 中 从 + eS ç = ь EE 
ру” + G — z)" à 


W 


19.8.19 在 椭圆 空间 中 讨论 9.8.1 到 9.8.5, 
19.820 ”整数 = 大 于 或 等 于 3, 在 双 曲 平面 上 讨论 内 角 霉 为 ajna 
的 正 > 边 形 。 对 于 不 同 的 w*， 讨 论 这 样 的 多 这 形 的 存在 性 和 唯一 
性 ， 
19.8.21 ”一 个 人 口 密度 定理 。 证 明 顶 贺 平 面 上 尾 高 九 点 的 集合 至 
少 包含 一 个 三 角形 ， 其 周 长 小 于 或 等 于 x (参见 [BL]， 第 262 
BD. 
19.8.22 P*(C) 上 的 Fubini-Study ЖШ, 将 РУС) 看 作 
$i Ct Взе 在 由 4.1.1 的 定义 所 诱导 的 等 价 关系 下 的 商 
空间 ,并 将 规范 射影 记 为 
n; — Р*(С), 

对 om, n€ PCC), 定义 实数 dm п) 一 40а m) яв), 其 中 
了 是 SU рЫ. 证 明 d 使 P"(C) 成 为 度量 空间 。 在 其 
中 讨论 最 短 道路 ,并 说 明 它 们 是 否 唯一 

将 上 述 问题 推广 到 PCR) Е. 
19.8.23 ЩЩ 19.6.12.3 表示 什么 3 
19.424 BUE End. 任 一 使 所 有 的 距离 (mo, m) G < j) 
ЖОН ЖНА {лы} ы, С а ПШ КЕЕ АЙ, ЧЕНЕ 
ЗЕ РУС ТНА о 55 «/2 Ze] ECL E= ДЫН; 按 
ВСР) 的 作用 将 它们 进行 分 类 。 ШЕН Р ҖИ ЕЛДИ Arc cos 1/ 
МЗ 或 Arc cos Аз 的 等 距 四 点 组 ; 按 ВОР) 的 作用 对 它们 进 
行 讨论 。 证 明 在 不 计 等 卫 差 别 的 条 件 下 ,P 容 有 边 长 为 Arc cos 1/ 
Мз 的 一 个 等 距 五 点 组 和 一 个 等 虑 六 点 组 (参见 [BL1, 第 211 一 
214 页 )。 
19.8.25 ”证 明 对 双 旧 空间 的 任何 三 角形 ,总 有 不 等 式 

В+ с — 2becosa « a! < Ë + e! + 2bç cos(8 + Y). 
对 球面 三 角形 讨论 这 一 问题 ， 
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(39.826 gg 3 维 双 曲 空 间 多 ， 在 其 中 国定 一 点 pz。 对 Р 
的 任 一 正 多 面体 P 和 任 一 “> 0, 构造 OP D dy: Жар 
的 中 心 , 《5&1) 是 顶点 , 则 首先 在 多 中 作 过 ?的 射线 Di， 使 它们 
两 两 之 间 8036584) 805 ERE. ob; 之 间 的 夹 角 对 应 相等 ， 再 在 每 条 
射线 a5; 上 取 点 qi ЕЖЕ) 的 距离 等 于 1. 

证明: 如 果 5, Е Р 的 间 一 个 面 , 则 对 应 的 eO OT 多 
中 同一 平面 (2 继 了 于 空间 )， 上 有 [该 平面 是 确定 的 。 这 样 的 平面 称 为 
H(P , ғ) В. 

WEBB: 当 г ЖРВИ, ПСР, г) 的 相 邻 的 面 所 成 的 二 面 角 
有 一 极限 ,而 且 该 极限 值 是 = 的 有 理 数 倍数 。 

找 出 这 样 的 了 和:, SEA "Ee" ПОР, 0 出 发 可 得 到 er 的 
ы. 
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3520 3E 球面 空间 


Ж 18.10 和 19.2 中 。 我 们 已 经 通 到 过 群 GR), dnd X Mob 
(в), ТАЛА К" 的 球面 5* 和 单位 开 球 B(0,10 = @ 上 .在 


前 一 种 情形 , 涉及 在 二 次 型 9 一 一 > 好 十 妆 1i аа Ен 


作用 ;在 后 一 种 情形 , 则 是 在 这 样 的 直线 上 的 作用 一 一 9 在 其 上 的 
限制 是 正定 的 。 然而， 在 其 上 的 限制 为 商定 的 直线 的 集合 又 是 
怎样 的 呢 ? 

本 章 的 目的 是 说 明 这 一 集合 自然 地 等 同 于 一 个 仿 射 欧 氏 空间 
ТЕШИ. ОНИН, Ту ӘТ 
的 集合 的 有 趣 的 定理 ,尤其 是 这 料 就 补足 了 从 第 10 章 以 来 新 应 有 
ии же, 在 其 上 9 之 0 的 直线 的 集合 要 比 在 其 上 8 之 上 0 
的 查 线 集合 来 得 复杂 :这 正 表 明了 球面 几何 的 困难 所 在 。 


20.1 广义 的 球面 空间 


20.1.1 设 已 给 定 仿 射 欧 氏 空间 E, 我们 要 研究 了 中 所 有 球面 的 
集合 ; 一 个 几何 上 的 想 芒 是 利用 从 一 个 球面 (除去 北极 ) 到 互 上 的 
球 极 射影 f:5 ~> EQ Ej 20.1.1 表明 ,车 将 五 的 球面 与 外 切 于 5, 
与 球面 相 切 于 Ра) 的 锥 面 的 顶点 思 相 对 应 ， 则 可 将 瑟 的 球面 
与 球 极 射影 在 其 中 进行 的 空间 É 中 的 点 对 应 起 来 。 实际 上 确 可 
这 样 地 建立 起 一 套 理 论 ; 但 它 有 两 个 缺点 ,一 是 和 上 的 选取 并 没 
有 规范 地 与 E 相 联系 , 二 是 必须 用 到 的 无 穷 远 点 并 须 将 所 考察 
的 对 象 作 适 当 的 媒人 。 而且 这 种 观点 跟 18.10.2 很 相近 , 

291.2 下 面 将 从 代数 上 进行 讨论 , 从 而 避免 上 述 所 有 缺点 , 至 少 
能 很 好 地 确定 所 考察 的 对 象 ; 我 们 的 想法 是 把 球面 写作 仿 射 二 次 
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E 201,1 


Wu. EEG ОА ESRUBRERTARA, ЖГНЕ. 
所 以 可 行 ， 是 因为 有 这 样 一 个 事实 : 在 所 考虑 的 空间 中 存在 一 个 
规范 二 次 型 《对 应 于 20.1. 的 结构 中 作为 象 集 的 球面 9)。 不 过 ， 
我 们 的 结构 可 能 因此 一 开始 显得 不 很 自然 ; 但 愿 读者 在 以 后 会 对 
上 述 结 构 以 及 最 终 得 出 的 结果 感到 满意 
2013 зра. РАН ТАЕ ЕДО о НЕКЕ СУЗНЕ, ОСЕ) 
示 E 上 仿 射 二 次 型 的 向 量 空间 ; 对 z€ 2(5)》， 其 相应 的 符号 为 
4є 0@). ЖЕЖ 处 向 量化 ,， 则 9 可 号 为 g 一 g1 十 gu 十 qo， 
$€R, «CEf qi 就 是 4《 参 见 3.3)。 要 注意 , 别 将 下 面 的 内 容 
ВЕ 15 章 所 说 的 内 容 混 为 一 淡 5 在 第 15 章 中 , 仿 射 空间 X 是 通 
过 无 穷 远 点 的 超 平面 cor 而 完备 化 的 。 现 在 互 是 通过 无 穷 远 点 co 
本 身 就 完备 化 的 。 

107.6 中 的 讨论 表明 , 为 了 得 到 球面 ， 引 进 下 述 的 ОСЕ) 的 
向 量子 空间 是 很 自然 的 : 
2614 3(E) = {дє QUE: = tl, ke R), 
我 们 看 到 ,这 是 OCE) 的 一 个 2 十 2 维 子 空 间 。 从 我 们 关于 仿 身 
或 射影 二 裕 申 亢 已 经 了 解 的 内 容 出 发 ,可 以 引进 射影 空间 
20.1.5 p:3(E M — P(SCE)) — SCE); 
称 SQE) 为 互 的 广义 球面 空间 ; ARTS n + 1 5552882 ЗЕҢ], 

ETE 


PO(E) 的 射影 子 空间 (© o 141), 
20.1.8 #3E, 1є5(Е) ШЕТА? 如同 在 107.6 中 一 样 ， 
我 们 在 E. 中 写 出 4 的 一 个 方程 9: 
20.1.7 9 — Р Ce]. ) +, 其 中 ee E, h€ R; 
如 果 к 0, аж 0, 象 集 是 EE 的 一 个 仿 射 超 平面 、 如 时 k—0, 
e= 0, HT A= 0, Ж 0, ШЖ k = 0, 在 10.7.6 中 已 经 看 
到 象 集 是 一 个 球面 一 个 点 或 多 ， 但 由 10.7.6 和 上 述 讨论 可 知 , 当 
imQ) s Z 时 ,2 是 由 其 象 集 完 全 确定 的 。 让 此 可 知 ， 若 将 五 的 
仿 射 超 乎 面 金 体 记 作 @， 将 五 中 半径 >0 的 球面 全 体 记 作 3， 则 
有 单 射 
20.1.8 ;;EJUEU@— SCE), 
Ap ZEB КТЕ k R pk — “2820 0 的 球面 ”， 
则 可 得 出 在 上 的 单 射 性 。i(23UEUGe) 在 SCE) 中 的 补 集 由 两 
部 分 组 成 : 与 方程 9 = 1 Е-Е н д А-н 
(а) +. А, Жн 012 — 4а « 0, 相伴 的 那些 点 , 它们 可 被 看 作 
非 零 的 “ 纯 虚 数 半径 的 球面 "， 将 第 一 个 点 记 作 оо є S(E), ЖЕ 
互 的 无 穷 远 点 ， 以 后 往 往 通 过 ;把 X. E 和 5CB》 的 子 集 等 同 起 
来 ,并 令 ; 
204.9 Ë — EUCSCE), SA(E)— XUBUGCSCE), 

在 19.3 中 提 到 过 的 一 些 问题 ， 是 应 该 加 以 注意 的 。 至 于 何 
以 要 提出 这 些 间 题 , 下 文 已 足以 说 明 ; 20.1.1 也 对 此 作 了 解释 ， 


202 ҖЕ) 的 基本 二 次 型 


20.21 引 理 ， 对 寺中 的 20.17 式 而 言 , 量 
lel? — 4&& 
4 


LORI 


与 a 无关 而 仅 与 qe (E) 有 关 ， 它 是 SE) 上 的 二 次 型 ， 符 号 
数 为 (= 十 1,1), 称 作 SCE) 的 基本 二 次 型 ， 
这 一 千 果 是 可 以 预料 到 的 ， 因 为 10.7.6 ЖЫН об) DUREE 


по, 


« Ko) 的 半径 的 在 方 。 这 一 点 可 通过 一 个 平移 的 计算 得 到 验证 
(参见 2.1.8)。 符号 数 可 由 定义 看 出 : lel! # = 4° IEDGARR = 
( E ву — (&— BY 有 一 个 正 项 和 一 个 负 项 (参见 13.4.7)。 

?的 配 极 型 记 作 RC.. ,); 从 而 有 
20.2.2 R(&|.| + C] 2 + 4, KL IE + Col. + #) 


- + [(e|e') — 243 + A41. 


Blim, E z, Z 的 象 分 别 是 以 a, а 为 球 心 、 以 r+，w 为 半径 的 
球面 , 则 对 两 个 球 心 之 间 的 距离 来 说 有 : 
20.2.3 аа, = пу Fa 00,4). 


20.2.4 S(E) 的 基本 二 次 曲面 就 是 以 P 为 方程 的 二 次 曲面 , 我 们 
不 妨 仍 记 之 为 p; 它 是 S(E) 的 一 个 射影 二 次 曲面 。 关于 这 个 二 
次 曲面 的 配 极 或 对 侦 记 为 上 (人 参见 14.5)， 我 们 知道 (参见 14.3.3 
9 18.10), e BIS BIER T SRI 8": 但 前 面 《参见 10.7.6) 已 证 明 
过 imke) — 这 正 是 说 媒人 jE > (E) 是 到 象 集 (БЕ) 上 的 
IHE, ， 而 且 志 可 看 作 EXCPJCAS (ИСК ДИП оо) 的 Alexand- 
roff 紧 化 空间 。 这 是 把 10.8.4.2 中 讲 过 的 内 容 形 式 化 ,在 20.6.3 
中 还 将 就 此 给 出 结论 。 

20.25 现在 ,由 10.7.6 可 知 , 在 ЗЕ) 中 使 plg) — 0 的 9 对 应 
的 SCE) 中 的 点 是 半径 为 纯 虚 数 的 球面 ,而 在 оа) > 0 的 情形 则 
是 ZU 8 的 点 , 即 实 球面 和 超 平面 ， 藻 将 e 换 成 一 p, 则 得 到 符号 
数 为 (1, = 十 1) 的 一 个 二 次 型 , 且 由 19:2 可 知 纯 虚 数 半径 的 球面 
构成 一 个 (s + 1 О) а 
的 点 ; 而 这 正 是 5(Е) 中 我 们 不 感 
兴趣 的 那 一 部 分 。 的 部 分 则 有 球 
商 的 几何 ; 其 上 有 Mib(n) (& 
Ж, 19.2.2 或 18.10); 因而 可 以 讨论 
互 的 共 形 群 (或 循环 群 )， 即 下 夯 烹 
在 20.6 中 讨论 的 Cont(B), 说 到 н 


20.2.7 


п» 


We TE EUER RE s^ CR) ВЛА. 

201.8 这 种 几何 并 不 简单 : 这 一 点 由 10.84.2 E PI RS B, БИЮ 
有 二 : 首先 因为 Se(E) 的 拓扑 是 除去 一 点 的 实 射影 空间 的 拓 
扑 ， 这 一 空间 可 收缩 成 发 一 维 的 实 庙 影 空间 ， 从 而 不 是 单 通 连 的 
《除去 一 点 的 РОВ) СЕЮТ Mob; 带 ， 参 见 4.3.9.1)。 其 
VOU HR TRA P 在 S”( E) 上 是 恒 正 的 ,那么 在 连接 SI CE) 
的 两 点 的 SCE) 中 直线 上 , 它 可 能 既 取 正 号 也 取 负 号 ， 也 可 能 保 
证 恒 正 , 须 视 具 所 情况 而 定 : 见 204.2, 

20.27. 出 20.2.2 和 14.5.2.1 可知 , @ Uoo 是 正好 在 co 与 羡 相 切 的 
ЕЕ. 


20.3 1E x 性 


根据 20.2.2, 20.2.3, 10.7.10.2, 可 直接 验证 : 
203. ӘМ, 对 5, е 57(E)， 关 于 基本 二 次 曲面 的 正 交 性 
зг 等 价 于 : 
一 一 着 :, r € Z;s, 在 10.7.10.2 的 意义 下 正 交 ; 
——#зєз, £ € 8; 是 :的 直径 面 ; ' 
~ 一 若 s,s 日 :s,s 是 在 欧 氏 空间 意义 下 的 相互 正 交 超 平 面 ; 
一 一 著 € FU9, £E E: s BJ— JS; 
—# #6 XU8, £ = 0:€8, 
因此 我 们 看 到 、，5(B》 中 的 正 交 性 可 以 用 欧 氏 空间 中 的 正 交 
性 来 表达 ， 但 稍 有 些 例 外 ; OST RARE, АНЯ, RUM. 
1€ SCE) 定义 它 在 走 中 的 象 im CO 如 下 即 可 : 
im(-im(), sc X Eh; 
іле) = inG)Uc, z€ @ 时 ; 
20.8.2. | 1ш(соў= co; 
Таб) = s, +€ E в; 
im( = @, im(s) = @ B sso. 
据 此 就 可 由 20.3.1 3€ SCE) 中 imCO 的 点 解释 如 下 : 


6112, 


2033 ЗІНЕ, 对 se (E), imCO 中 的 点 就 是 POS 的 点 ， 或 
是 以 :为 顶点 ,外 切 于 总 的 锥 面 与 总 的 接触 点 ， 


图 20,3.3 


2054 ” 例 ，: 的 中 心 是 直线 (e, оу 与 É 的 交点 中 除却 co 的 那 
个 点 。 

事实 上 , s 的 中 心 。 的 特征 是 所 有 过 人 的 超 平面 都 (在 芍 氏 空 
词 意义 下 ) 正 交 于 з; 因此 。 由 上述 讨 论 可 知 这 些 超 平面 的 全 体 就 
是 


et — at Y co+ = (оосо)! (参见 14.5.2.3)。 
sl (оооу! 就 是 s€ woo, 
2035 ”上 述 讨 论说 明 : 下 的 超 平面 是 以 oo 为 中 心 的 球面 ;至 于 co 
Жж, 它 既 是 一 个 特殊 的 超 平 面 (ооє 8)， 又 是 一 个 半径 为 0 的 
特殊 球面 《co É), 处 处 都 是 它 的 中 心 ( 参 见 Pascal，《 思 想 录 》， 
第 72 ñ), 


204 ”两 个 球面 的 相交 与 夹 角 
2043. 现在 没 57€ 了 UG; 其 方程 为 9 уз; 那么 КО). 


nis 


ЖЕНА? ЛКЕН 19.2.5， 也 不 能 用 8.6.3; 实际 上 问题 取 
决 于 射影 直线 = G. 7》?， 视 其 是 否 与 Ë 相交 而 定 ， 根 据 二 阶 
方程 的 古典 理论 ,可 得 下 述 命题 ; 
204.2 命题， 对 于 方程 为 9,9 的 seZUB， 以 下 命题 是 等 
价 的 : 
一 一 射影 直线 好 与 六 至 多 交 于 一 点 3 
— RG) e; 

М е(фФе(#) 
一 一 ?在 ws 上 的 限制 是 正 的 或 是 零 ; 
—im()n imis) » @, 

这 时 我 们 说 *， + 是 相交 的 ， 如 下 定义 的 [0.2/2] 间 的 实数 
1.77 称 为 了 与” 的 夹攻 , 它 只 与 ”有关 而 与 PE ЖОК: 

Arc cos (17, 7]) 一 RG, 220. £M 
М еб ю(#Э 

20.4.3 ”下 这 事实 证 明了 上 式 的 合理 性 : XP тє іт) Піт (и), 
则 超 切 平面 Т, T. ( 当 = 或 了 ,或 两 者 都 在 B 中 时 , 则 为 平面 
imG) 和 imG^) 本 身 ) 之 间 夹 角 为 F]; XX SERRE ue X 
时 可 由 20.2.3 得 由 ， 其 中 一 个 或 两 个 为 超 平面 的 情形 就 更 容易 
T. 

Ж D /] — 0, WERE s, f TE т Є паг) Піва (ғ) XE, 
或 者 在 


іла) im (e) = gl imG)n imG^) = eo) 

的 情形 下 е, ”是 两 个 平行 超 平 面 。 

# [5.71 = (2, ДИВ 20.3, 

对 05,716 10, 2/20 的 情形 。 不 能 直接 由 10.7.7 Шш ЖН, 
但 在 必要 时 只 须 通过 = — - ЕГ Н УЕ [0, =/21 内 的 夹 角 ; 这 
是 推 衔 到 射影 空间 SCE》 并 将 超 平面 归 人 等 分 类 也 得 的 结果 . 而 
用 [0, 2/2] 内 的 这 个 解 {. ，]， 我 们 可 以 很 容易 地 解决 许多 初 诸 
几何 中 的 难题 〈 例 如 参 见 10.13.20》, 下 而 就 是 一 个 例子， 几何 问 
题 现在 又 归结 成 了 线性 代数 问题 ， 


"М4. 


2044 WE ТЫНА НЕН. dE :, гЕХЦӨ; m [re XU 
8: z] = П.г) ИТКЕ F, Е, ЕТЕ u € SCE)， 
Br é F(E r€ F' WE: L w (或 6x)。 这 些 广义 球面 称 为 
< 和 ?的 等 分 球面 

Na, 的 方程 使 p(@) = об) = 1, 并 由 一 个 使 PKY 7 m 1 
的 方程 # 求 出 1。 由 [51 0.2] 的 条 件 就 可 得 出 EROS, 
«0| — [RG' 47] El RCo + 4. 9) = 09 R(g — q, qn 
0; SKI ws 就 是 以 9 十 9。9 一 9 为 方程 的 球面 ， 

更 一 般 地 ， 我 们 研究 集合 GG slo Vim i, Kh, 
其 中 «€10,2/21, дє ZU&; 与 10.7.8 相 比 较 。 


20.4.4 


205 х 维 球面 ,球面 束 ， 


在 20.4.1 中 我 们 兽 过 到 过 SCE) 的 射影 直线 ， 那 是 射影 二 次 
滑 面 束 的 特殊 情形 (参见 14.2); #5, 7 相交 ,一 般 来 说 ,它们 是 沿 
一 个 4 一 2 维 球面 相交 的 〔 参 见 10.7.5), 该 球面 只 与 射影 直线 г 
有 关 。 更 一 般 地 说 ,我 们 因此 要 引进 ; 
205.1 ЖХ. ЗЕ) ВОК ЯНТРА ЕИО Е КЕЯ. Е 
的 (n 一 大 一 1) ЖЭКА E SCIT Ж) 大 维 球面 。 

因此 ,在 ”一 2,& 一 上 时 得 到 的 是 点 对 (或 9), XE n= 3, 
k= 1 时 得 到 的 是 我 们 所 在 的 欧 开 里 得 空间 的 《广义 ) 普通 图 。 
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20.4.2 成 为 ; 
20.52 引 理 ， 老 是 一 个 (任意 不 维 的 ) 球 面 束 ; 则 门 imG)se 2 


的 充 要 条 件 是 2 在 K 上 的 息 制 是 正 的 或 为 零 ， 
根据 20.3.3, 有 AES )2£n K^; 但 由 13.4.7, e ЖӨ] al 


时 在 天 和 K^ Ешй. 
20.53 ЖХ. АЖийщк E K К 的 夹 角 定义 为 
[发 天] ша, v iu € K, w € K'), 
ВАТТ —3c £8 Dag SE UE TE EEUU. — 1, 4 —2, 
n 3 时 ,由 8.67 $0 20.4.3 可 知 ， 它 就 是 我 们 的 欧 氏 空间 中 的 一 
个 画 和 一 个 球面 的 通常 意义 下 的 夹 角 ， 


图 20.5.3 


2054 应用， 由 上 述 讨论 ,可 以 得 到 18.9 的 一 个 很 好 的 解释 , 事 
实 上 , 设 % 是 给 定 的 纯 虚 球面 ， 见 性 是 (Б) 的 超 平面 ，P 在 其 


上 正定 ;车 = 一 3, 网 车 是 一 个 可 应 用 19.1.4 БИ ШЗ [8] ; EH on 
11012 的 各 种 性 质 。 ШЇ POCO 《参见 13.7.1》 在 纯 虑 球面 
5 上 可 渤 ， 我 们 看 到 ，3 维 欧 民 空间 中 每 对 构成 4 前 浇 平 行 环 面 
的 圆 ; 必 可 通过 Cont(É) 的 一 个 元 素 互 化 。 请 读者 自己 把 18.8.4 
的 所 有 结论 详细 地 搬 过 来 ， 

20.5.5 ”两 个 贺 的 交织 ， 仍 在 — 3 的 情形 ,我 们 可 以 从 射影 的 观 
Уан К.К 的 安 织 :它们 交织 的 充 要 条 件 是 它们 生成 

"16. 


tos ERR (КОКУ Жы 57. 


20.5.6 ”球面 束 的 分 类 。 问题 在 于 考察 SCED — 
定 E 中 几何 学 的 三 元 素 E, oo 和 旭 约 可 能 位 置 ， 可 以 看 到 ,有 六 


种 可 能 情况 : 


至 中 的 (一 2) екш 


平行 超 平面 
жаш 
同心 球面 
朴 限 志 处 球面 束 
Lui 

和 相交 球面 


К роо BK. E= 2 s 
K$cs RKD E= 1 8 
Коо EK n E =@ 


5 


(n — 2) 维 射 影子 空间 


g 
g 
T 
(5 — 0) 8и 


在 平面 的 情形 ， 由 IV, У, VI ШИВ 10.10.1 的 三 个 圆 : 由 


20.3.1 和 10.10, 171, ЖШ К АЛЕЗИ 
# 一 2 有 时 ,对 这 些 类 型 有 于 一 于 [I+ = HI, IV: 


E 好 是 Kt 8 
= VI, у=у, 


.117 


5052 Е, 432 表明 ,在 3 维 隐 氏 空间 的 图 的 集合 与 复 射 影 二 
Seri COD 之 间 存 在 一 个 自然 同 构 。 


206 ”循环 群 Conf (Ё) 


20.61 我 们 在 20.25 中 已 经 看 到 ,引进 二 次 型 o 的 射影 群 POCp》 
ЯНАО. В 13.7.1, 这 个 群 可 迁 地 作用 在 了 3U @ 上 ,而 且 作 
Bize Ë k. B Ik ЕНШЕ Mob(a) 的 作用 同 构 。 将 POCO) # Ë F 
的 这 一 作用 记 为 Conf (É), OS E КИШКЕ, ИКЯЕ 
Cont (E) IR IUE Sim(E), 参见 95.4.6; 要 不 然 也 可 称 之 为 É 


pa im (т) 


fu 


im (m) 


Ы fü 


1 fü) 


在 5(8) 中 在 吾 中 
图 20.6.2 


[20:27 


ЗЫ, Ж, 20.6.4, . 
20.2 为 了 知道 Cont(É) 的 元 素 的 情况 ， 我 们 利用 147.4, Hi 
那里 可 知 ，Conf( 直 .是 由 图 14.7.4 类 于 的 变换 所 生成 的 : 现在 点 
地 属于 SCENE, 而 fii KG) 的 定义 满足 í, КЮ, m 共 线 的 
Ж. ЖЕБЕШ, 2, {ШЕ E 而 im(m) = @ , 这 就 是 说 im(m) 
和 两 个 点 球面 这 三 个 球面 构成 一 个 球面 束 , 也 就 是 说 fU) 是 :在 
以 imam) ИЕС C 为 极点 ,以 im(m2 为 汉 演 球面 的 反 演 的 象 
120.34, S] É 的 扩张 由 2) = оо 和 Коо) = с 给 出 Ж 
im(m) 二 起 平 面 , 则 我 们 得 到 关于 该 超 平面 的 对 称 3: Coo) = 
оо ЕЎ, 最 后 ， 如 果 іш) 一 性， 那么 得 到 的 是 中 心 芭 演 ， 设 
9 一 外 时 十 (人 cl) 十 和 是 的 一 个 法 方程 , 由 中 心 为 “而 蹇 等 于 
PCL9)。 据 此 ,由 14.7.4 和 13.7.12 可 推 得 : 

20.6.3 38. Солі (É) 的 每 一 元 素 是 至 多 n + 2 个 下 列 类 型 的 
变换 的 乘积 : 或 者 了 是 的 以 «为 级 点 的 反 演 ,县 由 Ke) 一品 
和 оо) 一。 延伸 到 Ë, Hu f 是 超 平 茄 的 欧 氏 对 称 , H. H 
fco) — co SE RS] É. 

2064 ik, “循环 群 "也 叫 “EER”, 这 名 称 是 这 样 来 的 : Conf (E) 
加 球面 变换 成 球面 ， 从 而 把 圆 变换 成 一 ; 这 由 £ 和 Conf(#) 
的 构造 显而易见 ， 根 据 18.10.4， 这 一 性 质 是 可 作 特征 的 。 这 样 ， 
我 们 就 完成 了 10.8.4.2 和 18.10.2.2 中 未 尽 的 讨论 . 

有 ~- 种 定向 球面 的 几何 学 ,主要 归功 于 Laguerre; ТЕЕ S(E) 
中 考虑 射线 的 几何 学 以 代替 构成 SCE) 的 直线 的 几何 学 )。 对 
此 ,在 10.11.6 普 有 提 及 ,在 谈 节 中 读者 还 可 了 解 有 关 文献 。 


20.7 # PR # ds 


2021 浏览 过 一 些 较 吉 老 的 书籍 ， 例 如 [KN 2] 第 49 页 以 
后 的 内 容 的 读者 ， 会 在 平面 上 的 区 或 三 维 空间 中 的 球面 的 讨论 中 
见 到 " 西 贺 坐标 ”、“ 五 球 坐 标 "的 名 称 ， 按 照 前 面 的 讨论 ,它们 无 非 
就 是 S(E) 的 齐 次 坐标 , 且 是 由 SCE). 的 一 组 关于 基本 二 次 型 P 


[STE 


的 正 交 基 而 得 来 的 ; 这 样 的 坐标 称 为 多 球 坐 款 ， 它 们 可 用 以 研究 
互 的 球面 , 但 也 可 用 以 研究 于 中 这 样 的 点 ; 它们 是 SCED 中 满足 
P 二 0 的 点 ， 下 面 是 这 种 坐标 的 一 个 应 用 。 

20..2 аа НАК. 我 们 在 10.12 中 遇 到 过 一 些 相 
26 фај CER p ЖЛЕ , 它 们 古 连 通 的 ,而且 容 有 到 个 实 的 单 参 数 族 
名 ,这 种 此 面 就 是 旋转 环 面 ;这 是 一 类 更 一 般 的 四 阶 利 面 的 特殊 情 
襄 ， 这 类 曲面 容 有 六 族 圆 ， 设 3 维 欧 氏 空间 的 一 个 曲面 可 写 为 
Е Піт (н), 其 中 疡 是 射影 空间 SCE) 的 射影 二 次 曲面 ， 则 称 此 
临 面 为 四 次 圆 纹 曲 面 。 本 书 不 准备 系统 地 研究 这 类 幅面， 读者 可 
参阅 [DX], 第 405—481 次。 我 们 仅仅 考察 一 个 由 六 定义 的 四 次 
辑 纹 曲面 ,其 中 的 上 是 和 ?P 可 以 同时 约 化 的 (参见 13.5) 14 85 Bo 
《参见 13.4.2 和 20.2.2) 它们 形 如 Z 


p= zbdxid-iibdeiic zi, s Y ad, | 
要 找 圆 , 就 是 要 在 SCE) 的 二 次 曲面 束 如 十 йр 中 找 SCE) 的 
射影 平面 。 该 束 中 退化 的 二 次 曲 曾 恰 有 以 下 五 种 ; 


20.7.3 mp — p, аар — н, Фр — py дар p dso — M. 


根据 14.12 , 它们 备 是 以 一 个 超 平面 上 的 二 次 曲面 为 宕 的 
4 

锥 ,例如 wp + и, 其 方程 为 > (а, + a), EL (0,0, 0, 0,1) 
DLE! 


+ 
为 项 ,以 超 平面 z; — 0 上 的 二 次 曲面 > (а; + а) 29 T BJ 


LESE 我们 知道 > (а, + anim 0 1E а, + а, 的 符号 为 两 


正 两 负 时 (参见 14.4) патина, 最 后 我 们 就 看 到 , 在 四 次 贺 
SUBE Efim(sg) 上 ，, 辑 族 的 数目 是 20.73 的 五 个 方程 中 含 两 正 
两 负 项 的 方程 个 数 的 两 倍 ， 容 易 看 出 , 这 个 数目 不 可 能 超过 2 х 
3 一 6, 而且, 举例 来 说 对 ?对 + 32i — 441 — 320 — zi CERE 6. 
环 面 属于 Dupin Pt Z 2581187, ЭХ 28 EH Er WE = РА BS 4" a; f 
等 ,因此 属 退 化 悄 形 3E) 8 5] I ERE H aR ШИИ. 
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图 20.7.3.1—20.7.3.5. 
Hilbert, Cohn-Vossen, ВЕЛ, Chelsea, 


208 i& 3 


208.1 及 几何 上 作出 SCE) 中 与 im(s) THEDROSOSE GI. 
20.8.2 说明 20.4.4 中 “等 分 球面 名称 的 理由 。 
208.3 ”用 本 章 的 语言 叙述 [HD2] 第 609—667 页 的 内 容 ， 


fle 


2084 对 (KN2] 第 49 一 3 页 和 100—105 页 做 同样 的 工作 。 ` 
20.85 ”验证 环 面 是 Dupin КДНЫШ. 
20.8.6 设 C,D,C', D' ЖЕФ, ЗЮ е5, т, 3; 
C,D (GE C', ру КИИ Eno 2 (mü q). ПЕЛ: 存在 РЄ 
Conf) 使 KCUD) = C'UD' 的 充 要 条 件 是 
7 十 中 一 中 rq y1— d? 

275 2г' 
将 你 的 证 明 与 [D-C1] Ж 222 页 的 证 明 相 比较 。 
20.8.7 (Darboux тй). 着 一 条 动 直线 上 三 点 一 出 球 心 共 线 
药 三 个 球面 ， 则 该 直线 上 任 一 点 也 画 出 这 样 的 球面 ,而 且 ,~ 般 而 
言 ， 其 中 有 一 点 画 出 一 个 平面 。 找 出 该 动 直线 上 四 点 与 它们 所 画 
机 的 四 个 球面 的 球 心 之 间 的 联系 ， 


| = 


图 20.8.7. 
Gabriel Koenigs，« 运 动 学 课程 9,A. Hermann, 1897. 
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